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PREFAŢĂ 

 Funcţionarea circuitelor electrice trifazate în regimuri nesimetrice a fost studiată încă de la 
începuturile utilizării energiei electrice în sistem trifazat. Au fost obţinute rezultate fundamentale, 
ajunse astăzi clasice. Astfel, Stokvis a studiat regimurile nesimetrice şi dezechilibrate începând cu 
anul 1915. Teorema Stokvis-Fortescue a fost publicată în anul 1918. Ulterior, prin contribuţia adusă 
de diverşi cercetători, teoria componentelor simetrice s-a dezvoltat şi s-a perfecţionat [P7]. 
 Şcoala românească de electrotehnică are în acest domeniu contribuţii notabile, începând cu 
savantul C. Budeanu încă din perioada interbelică. Un punct de vedere nou a fost evidenţiat de 
profesorul A. Ţugulea în unele lucrări publicate în ultimii ani [T10], [T11], [T12]. Pe o direcţie 
apropiată se înscriu şi lucrările cercetătorului E. Pavel [P5], [P6], [P7], [P8]. 
 În lucrarea de faţă am abordat o serie de aspecte din domeniul sistemelor nesimetrice şi al 
receptoarelor dezechilibrate, mai puţin tratate în literatura de specialitate. Am încercat să aduc unele 
sistematizări, completări şi interpretări proprii acestui subiect şi de asemenea, contribuţii originale 
care sunt prezentate explicit în lucrare la fiecare capitol în parte. 
 Conţinutul cărţii este organizat pe trei capitole, anexă şi bibliografie. 
 În capitolul 1 se tratează receptoarele dezechilibrate generalizate, utilizând în mod sistematic 
componentele simetrice de calcul ale impedanţelor şi punând în evidenţă în schema echivalentă a 
receptorului dezechilibrat o parte echilibrată şi o parte extrem dezechilibrată. Se deduc ecuaţiile de 
tensiuni şi de curenţi şi se evidenţiază circulaţia internă de putere între aceste părţi ale receptorului. 
Se arată cele două cazuri cu existenţă fizică reală care se pot întâlni pentru receptorul dezechilibrat 
real, considerând circulaţia internă a puterilor active. 
 În capitolul 2 se tratează receptoarele dezechilibrate discrete, care sunt definite la începutul 
capitolului. Se elaborează modelul matematic respectiv şi se expun patru metode originale pentru 
analiza claselor de dezechilibru ale receptoarelor dezechilibrate discrete de un anumit tip. În acelaşi 
scop se elaborează un program de calculator, numit programul RDD. Folosind acest program de 
calculator, se calculează toate numerele N(RDD) pentru valori ale ordinului n mai mici sau egale 
decât nouă. 
 În capitolul 3 se reia şi se aprofundează studiul receptorului dezechilibrat discret. Capitolul 3 
este de fapt o colecţie de articole privind acest subiect, care au fost publicate anterior în diverse 
reviste şi volume. Acest lucru constituie un avantaj pentru cititor, deoarece fiecare articol are un 
caracter independent şi poate fi citit direct. Pe de altă parte, din acest motiv apar inevitabil unele 
repetări. Se prezintă modelul matematic al receptorului dezechilibrat discret, caracterizarea 
algebrică a receptoarelor dezechilibrate discrete, metode pentru analiza claselor de dezechilibru ale 
receptoarelor dezechilibrate discrete m-fazate, precum şi metodele respective tratate pe rând. În 
încheierea acestei părţi se prezintă analiza asistată de calculator a receptoarelor discrete m-fazate. 
Articolele care tratează acest subiect sunt scrise atât în limba română cât şi în limba engleză. 
 Ca anexă a cărţii este prezentat un tabel care indică unde au mai fost publicate  articolele. La 
sfârşitul cărţii este prezentată bibliografia. 
 Cartea poate interesa pe studenţi, pe inginerii specializaţi în teoria circuitelor electrice, 
precum şi pe toţi cei pasionaţi de electrotehnica teoretică şi aplicată în general, de teoria circuitelor 
electrice  în special. 

Conţinutul lucrării poate fi fără îndoială îmbunătăţit şi completat. Voi fi recunoscător pentru 
orice observaţie sau sugestie în acest sens, venită de la cititori. 

 
Sibiu, 1 septembrie 2010                                                                                        Autorul. 

 
 



 
FOREWORD 

 
 The work of three-phased electrical circuits in non-symmetrical situations was studied since 
the early use of electrical energy in three-phased system. Fundamental results were obtained, 
considered classical today. Stokvis has studied the unbalanced and non-symmetrical situations  as 
early as 1915. The Stokvis-Fortescue theorem was published in 1918. Subsequently, by the 
contribution of various researchers, the symmetrical components theory was developed and 
enhanced [P7]. 
 The Romanian school of electrotechnics has notable contributions in this area, starting with 
scientist C. Budeanu since the interwar period. A new perspective was shown by professor A. 
Ţugulea in some papers published in recent years [T10], [T11], [T12]. In a near direction are also 
situated the papers of researcher E. Pavel [P5], [P6], [P7], [P8]. 
 In this paper I approach a number of issues in the field of non-symmetrical systems and of 
unbalanced loads, treated less in specialized literature. I tried to bring some systematization, 
addenda and personal interpretations to this subject and also original contributions which are 
explicitly presented in each chapter. 
 The contents of the book is organized into three chapters, an annex and  bibliography. 
 The first chapter treats the generalized unbalanced loads, using systematically  the 
calculation symmetrical components of impedances and showing in the equivalent scheme of the 
unbalanced load a balanced part and an extremely unbalanced part. Voltages and currents equations 
are deducted and the internal power circulation between these parts of the load is presented. The two 
cases with real phisical existence which can be met for the real unbalanced load are presented, 
considering the internal active powers circulation.  
 The second chapter treats the discreet unbalanced loads, wich are defined at the beginning of 
the chapter. The respective mathematical model is elaborated and four original methods for the 
unbalanced classes analysis of a certain type of the discreet unbalanced loads are displayed. For the 
same purpose, the DUL software program is elaborated. Using this software program, all numbers 
N(DUL) for n order values less or equal than nine are calculated. 

  The third chapter resumes and deepens the study of the discreet unbalanced load. This 
chapter is in fact a collection of articles regarding this subject that were previously published in 
various scientific journals and other publications. This is a benefit to the reader, because each article 
in the chapter is fairly independent of the others and therefore can be read directly. On the other 
hand, this approach inevitably leads to some repetitions in the text. Overall, this section presents the 
mathematical model of the discreet unbalanced load, the algebraic characterization of discreet 
unbalanced loads, methods for the analysis of unbalanced classes of m-phased discreet unbalanced 
loads, as well as the respective methods which are treated individually. The end of this section 
presents the computer aided analysis of m-phased discreet loads. The articles treating this subject 
are written both in Romanian and English.  

A table showing where articles have previously been published is included as an annex. The 
bibliography is attached at the end of the book. 

This book will be of particular interest to students, to engineers specializing in the theory of 
electrical circuits, and generally to all other readers captivated by the theoretical and applied 
electrotechnics generaly, by the electrical circuits theory particulary. 

Certainly, the contents of this book can be improved and enriched in the future. As such, I 
will be grateful for any comments or suggestions received from the readers. 

 
Sibiu, 1 september 2010                                                                                       The author. 
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1. RECEPTOARE DEZECHILIBRATE GENERALIZATE 

 

1.1. Definiţii, clasificări 

 

Receptoarele electrice trifazate admit o schemă echivalentă în stea şi evident, pe baza 

teoremelor de transfigurare, o schemă echivalentă în triunghi (fig.1.1) 

 

 

Ele pot fi grupate în două categorii: receptoare trifazate echilibrate şi receptoare trifazate 

dezechilibrate [M17], [S29], [S17], [S22]. 

Se numeşte receptor trifazat echilibrat un receptor trifazat care admite o schemă echivalentă 

în stea cu impedanţe complexe egale în cele trei ramuri [M17], [S29], [S17], [S22]. 

Se numeşte receptor trifazat dezechilibrat un receptor trifazat care admite o schemă 

echivalentă în stea cu impedanţe complexe neegale în cele trei ramuri [M17], [S29], [S17], [S22]. 

In continuare, se va introduce noţiunea de receptor trifazat extrem dezechilibrat, care este un 

caz particular de receptor trifazat dezechilibrat [P6], [P7], [P8], [P18], [P20]. Pentru un astfel de 

receptor, suma impedanţelor complexe din cele trei ramuri ale schemei echivalente în stea este egală 

cu zero. 

De altfel şi receptorul trifazat echilibrat poate fi considerat, într-un anumit sens, ca un caz 

limită al receptorului trifazat dezechilibrat. In această viziune, receptoarele trifazate sunt în general 

dezechilibrate, situaţii limit ă (particulare) fiind receptoarele trifazate echilibrate şi receptoarele 

trifazate extrem dezechilibrate. 

 

Fig.1.1 Receptor trifazat şi schema lui echivalentă în stea 
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În figura 1.2 este prezentată clasificarea receptoarelor trifazate şi anume clasificarea clasică 

(fig.1.2.a) şi clasificarea propusă în lucrarea de faţă (fig.1.2.b). 

S-au făcut următoarele notaţii: 

– RD = receptor dezechilibrat; 

–  RE = receptor echilibrat;  

– RED = receptor extrem dezechilibrat. 

Vom considera în continuare schema echivalentă în stea a unui receptor trifazat (fig.1.3). 

 

Cele trei borne de fază sunt notate 1, 2, 3. Punctul neutru al stelei este notat N. Impedanţele 

complexe din cele trei ramuri ale receptorului legat în stea sunt z1, z2, z3. Adoptând această notaţie, 

nu vom sublinia aceste trei litere cu indici, care vor indica totuşi valorile complexe ale impedanţelor 

respective. 

 

 

1.2. Componente simetrice de calcul 

 

După cum se ştie, la analiza circuitelor electrice dezechilibrate cu ajutorul metodei 

componentelor simetrice se introduc nişte impedanţe de calcul, numite componentele simetrice de 

calcul ale impedanţelor: componenta homopolară, componenta directă şi componenta inversă 

[M17], [S29], [S17], [S22]. 

RD RE a 
    

RED RD RE b 

Fig.1.2 Clasificarea clasică (a) şi clasificarea propusă în lucrarea de faţă (b) pentru 

receptoarele trifazate 

 

Fig. 1.3 Schema echivalentă în stea a unui receptor trifazat 



Receptoare generalizate în electrotehnică 11 

Pentru receptorul legat în stea reprezentat în figura 1.3, aceste componente simetrice de 

calcul ale impedanţelor sunt date de relaţia: 
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    (1.1) 

În relaţia (1.1) s-a notat cu a operatorul de rotaţie în sens direct cu 2 / 3 radiani, numit 

operatorul lui Steinmetz [M17], [S29]. 

Prin inversarea relaţiei (1.1) obţinem: 
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    (1.2) 

Relaţiile (1.1) şi (1.2) oferă o extindere a teoremei lui Stokvis - Fortescue şi pentru sisteme 

trifazate de impedanţe complexe. După cum se ştie, teorema este utilizată în mod curent în legătură 

cu sistemele trifazate de tensiuni şi de curenţi. 

In general, în cursurile şi tratatele de specialitate se semnalează caracterul formal, de calcul, 

al componentelor simetrice ale impedanţelor [M17], [S29], [S17]. Aceasta, în opoziţie cu 

componentele simetrice ale sistemelor nesimetrice de tensiuni şi de curenţi care au o interpretare 

fizică clară. Diferenţierea se bazează în primul rând pe observaţia că un sistem trifazat de tensiuni 

(sau de curenţi) are o succesiune în timp, pe când un sistem de impedanţe nu are o astfel de 

succesiune în timp. Legat de aceasta, observăm că imaginea în complex a unei tensiuni sinusoidale 

(sau a unui curent sinusoidal) este denumită pe bună dreptate fazor, pe când imaginea în complex a 

unei impedanţe ar trebui numită defazor [B3], fiind de fapt un operator în planul complex al 

tensiunilor şi curenţilor. 

În al doilea rând, fazorul reprezentativ al unei tensiuni sau al unui curent se poate găsi în 

orice cadran, pe când imaginea în complex a unei impedanţe se poate găsi numai în cadranele I şi 

IV. 

Cu toate că există această deosebire importantă, la o analiză mai profundă a unor fenomene 

legate de receptoarele dezechilibrate se impune nu numai o utilizare susţinută a componentelor zh, 

zd şi zi dar chiar şi o interpretare mai nuanţată a lor [P6], [P7], [P8], [P20], [P21], [P24], [P25]. 

La început să observăm că relaţia (1.2) scoate în evidenţă că orice sistem trifazat de 

impedanţe se poate descompune geometric (deci în planul complex al impedanţelor) în trei grupe de 

impedanţe de calcul. Această descompunere este totdeauna posibilă şi este unică. Vom extinde 

această afirmaţie, arătând că descompunerea are şi o anumită interpretare fizică. 
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Din relaţiile (1.1) şi (1.2) rezultă că orice receptor trifazat echilibrat are numai componentă 

de calcul homopolară, componentele de calcul directă şi inversă fiind nule. Deoarece şi reciproca 

este adevărată, această proprietate este caracteristică (definitorie) pentru un receptor echilibrat. 

Existenţa a cel puţin uneia dintre componentele de calcul directă sau inversă caracterizează 

receptoarele dezechilibarte [P7], [P18]. 

Semnificaţia fizică a descompunerii unui sistem trifazat de impedanţe în componente 

simetrice de calcul trebuie analizată în mod deosebit. Respectiv, pentru orice impedanţă complexă, 

partea reală (rezistenţa echivalentă în curent alternativ) este în general o mărime pozitivă: 

 ( ) 0Re ≥z       (1.3) 

Considerarea unor impedanţe care se reprezintă în planul complex în cadranele II şi III 

implică să considerăm rezistenţe echivalente negative. O astfel de rezistenţă negativă nu are o 

existenţă fizică obiectivă, dar o serie de operaţii şi calcule cu impedanţe cu partea reală negativă 

precum şi unele interpretări se pot face după cum se va arăta în continuare. 

O impedanţă cu partea reală negativă o vom numi “impedanţă generalizată”. Ea se reprezintă 

în planul complex al impedanţelor în cadranul II sau în cadranul III [P7], [P18], [P21]. 

 

 

1.3. Reprezentări în planul complex al impedanţelor 

 

Un sistem trifazat de impedanţe (deci un receptor trifazat) se poate reprezenta în planul 

complex al impedanţelor prin trei puncte, deci prin triunghiul obţinut prin unirea acestor trei puncte 

(fig.1.4). Succesiunea punctelor 1, 2, 3 (în planul complex, dar nu şi în timp) poate să fie directă sau 

inversă. În particular, punctele 1, 2, 3 pot fi coliniare (triunghi degenerat).  

După cum se ştie, afixul centrului de greutate al triunghiului trasat în planul complex este 

media aritmetică a celor trei afixe care corespund vârfurilor triunghiului. Deci, vectorul de poziţie al 

centrului de greutate (D) este chiar zh. 

Din relaţia (1.2) deducem: 

 

z z z z

z z a z az

z z az a z

h d i

h d i

h d i

1

2
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3
2

= + +
= + +
= + +









     (1.4) 

Partea echilibarată  a sistemului trifazat de impedanţe este constituită de componenta 

homopolară, pentru fiecare fază: 
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 z z z z z zE h E h E h1 2 3= = =; ;     (1.5) 

Partea dezechilibrată a sistemului trifazat de impedanţe va conţine pe fiecare fază 

următoarele impedanţe: 

 

z z z
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z az a z
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3
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     (1.6) 

Prin urmare, vom putea scrie pentru fiecare fază: 

 

z z z

z z z
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





     (1.7) 

In conformitate cu aceste relaţii, putem desena următoarea schemă echivalentă a receptorului 

din figura 1.1, în care sunt evidenţiate partea echilibrată şi partea dezechilibrată (fig.1.5). 

De asemenea, relaţiile (1.7) au o interpretare clară în figura 1.4. 

Se numeşte receptor trifazat real un receptor format din trei impedanţe care au fiecare partea 

reală pozitivă. Se numeşte receptor trifazat generalizat un receptor format din trei impedanţe, dintre 

care cel puţin una are partea reală negativă [P6], [P7], [P8], [P18], [P20]. Conform acestor defini ţii, 

triunghiul 123 din figura 1.4 reprezintă un receptor trifazat real (dezechilibarat). Dacă triunghiul se 

deplasează în planul complex al impedanţelor, în aşa fel încât unul, două sau chiar toate vârfurile să 

se găsească la stânga axei imaginare, atunci el va reprezenta un receptor trifazat generalizat 

(dezechilibrat). 

 

Fig. 1.4 Reprezentarea în planul complex al impedanţelor a unui receptor trifazat 
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Mărimea triunghiului 123 (perimetrul lui) măsoară într-un anume fel gradul de dezechilibru 

al receptorului corespunzător. Astfel, dacă triunghiul se micşorează, deci dacă: 1 → D, 2 → D, 3 → 

D, receptorul trifazat devine echilibrat. Atunci, z1 = z2 = z3 = zh. 

De asemenea, mărimea segmentului ND (lungimea lui) măsoară gradul de dezechilibru al 

receptorului respectiv. Astfel, dacă lungimea acestui segment se micşoareză, deci dacă  

D → N, receptorul trifazat devine extrem dezechilibrat. 

Vom analiza în continuare unele cazuri particulare de consumatori trifazaţi, evidenţiind de 

fiecare dată triunghiul corespunzător din planul complex. 

În figura 1.6 este reprezentat un receptor extrem dezechilibrat generalizat, caracterizat de 

relaţiile: zh = 0 ; zd ≠ 0 ; zi  ≠ 0. Triunghiul 123 este oarecare cu centrul de greutate în originea 

 

Fig. 1.5 Evidenţierea părţii echilibrate şi a părţii dezechilibrate (extrem dezechilibrate) pentru 
un receptor trifazat 

 

Fig. 1.6 Reprezentarea în planul complex al impedanţelor a unui receptor trifazat extrem 
dezechilibrat generalizat 
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axelor de coordonate (D ≡ N). Este evident că cel puţin un vârf al triunghiului se va găsi la stânga 

axei imaginare (mai exact, un vârf sau două vor fi în această situaţie). De altfel, această proprietate 

uşor de înţeles pe desen, poate fi demonstrată riguros în felul următor. Deoarece zh = ( z1 + z2 + z3 ) 

/ 3, din zh = 0 rezultă z1 + z2 + z3  = 0, deci : ( ) ( ) ( ) 0ReReRe 321 =++ zzz  şi prin urmare cel puţin 

una din rezistenţele fazelor este negativă. 

În figura 1.7 este reprezentat un receptor extrem dezechilibrat generalizat, un caz particular 

caracterizat de: z z zh d i= ≠ =0 0 0; ; . Centrul de greutate coincide cu originea axelor de 

coordonate şi cel puţin un vârf este în cadranul II sau III. Triunghiul 123 va fi echilateral. 

În figura 1.8 este reprezentat un alt caz particular de receptor extrem dezechilibrat 

 

Fig. 1.7 Reprezentarea în planul complex al impedanţelor a unui receptor trifazat extrem dezechilibrat 
generalizat având numai zd ≠ 0 

 

Fig. 1.8 Reprezentarea în planul complex al impedanţelor a unui receptor trifazat extrem 
dezechilibrat generalizat având numai zi ≠ 0 
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generalizat, caracterizat de relaţiile: z z zh d i= = ≠0 0 0; ; . Din nou, centrul de greutate coincide cu 

originea şi cel puţin un vârf este în cadranul II sau III. Triunghiul 123 este echilateral. 

Revenind la receptoarele dezechilibrate oarecare (cazul cel mai general) putem afirma că 

orice receptor dezechilibrat se poate descompune în două sisteme de impedanţe, dintre care unul 

este echivalent cu un receptor echilibrat iar al doilea este echivalent cu un receptor extrem 

dezechilibrat generalizat. Aceeaşi afirmaţie se poate face relativ la un receptor dezechilibarat real, 

deci pentru care z1, z2, z3 se găsesc în cadranele I şi IV. Dezechilibrul unui receptor real se măreşte 

atunci când zh  devine tot mai mic, una din posibilităţi fiind atunci când triunghiul 123 se 

deplasează prin translaţie spre stânga. La limită, un vârf al triunghiului ajunge pe axa imaginară (în 

particular, în origine) (fig.1.9). 

 

 

 

Un alt caz particular avem atunci când două vârfuri se găsesc pe axa imaginară (fig.1.10) 

Receptorul extrem dezechilibrat real se obţine atunci când zh  → 0, deci când D → N. 

Triunghiul este extrem de aplatizat, la limită vârfurile 1, 2, 3 se vor găsi pe axa imaginară iar centrul 

de greutate al triunghiului 123 va coincide cu originea sistemului de coordonate (fig.1.11) 

 
 

 
Fig. 1.9 Reprezentarea în planul complex al impedanţelor a unui receptor trifazat 

dezechilibrat real având în faza 3 o inductanţă 
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În figura 1.12 este redat un caz particular de receptor extrem dezechilibrat real. 

Pe faza 3 avem o inductivitate cu reactanţa XL, pe faza 2  avem o capacitate cu reactanţa XC 

(XL = | XC |), iar pe faza 1 avem practic un scurtcircuit. 

 

 

 

 

Fig. 1.11 Reprezentarea în planul complex al impedanţelor a unui receptor extrem 
dezechilibrat real  

 

Fig. 1.10 Reprezentarea în planul complex al impedanţelor a unui receptor trifazat  dezechilibrat 
real având în faza 2 o capacitate şi în faza 3 o inductanţă 
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1.4. Ecuaţia de tensiuni şi curenţi 

 

În cele ce urmează se va considera receptorul trifazat din figura 1.3 în conexiune stea cu fir 

neutru, luându-se în considerare şi impedanţa firului neutru zN (fig.1.13) 

Sistemul de tensiuni de fază de alimentare U10, U20, U30 este în general nesimetric. De 

asemenea, considerăm receptorul în general dezechilibrat. 

 

Fig. 1.12 Reprezentarea în planul complex al impedanţelor a unui receptor extrem 
dezechilibrat real (caz particular) 

 

Fig. 1.13 Receptor trifazat legat în stea, cu fir neutru de impedanţă zN 
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Aplicând legea lui Ohm pe fiecare fază, teorema I a lui Kirchhoff în nodul N precum şi 

teorema Stokvis-Fortescue sistemelor de tensiuni şi de curenţi, se obţine în urma unui calcul 

următoarea ecuaţie matricială: 
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    (1.8) 

Pentru exprimarea componentelor simetrice ale curenţilor se inversează relaţia (1.8) 
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  (1.9) 

unde: 

 D z z z z z z z z z z zh d i h d i N h N d i= + + − + −3 3 3 23 3 3    (1.10) 

Puterea complexă cedată pe la borne de reţea (generator) este: 

 S U I U I U Ig = + +10 1 20 2 30 3
* * *     (1.11) 

care se poate exprima în urma unui calcul: 

 S U I U I U Ig h h d d i i= + +3 3 3* * *     (1.12) 

Puterea complexă primită de receptorul trifazat cu impedanţele z1, z2, z3 şi de impedanţa 

firului neutru este: 

 S U I U I U I U IN N N NO N= + + +1 1 2 2 3 3
* * * *    (1.13) 

care se poate aduce la forma: 

 S S g=       (1.14) 

şi prin urmare 

 S U I U I U Ih h d d i i= + +3 3 3* * *     (1.15) 

Puterea complexă consumată în impedanţa firului neutru este: 

 2* 9 hNNNON IzIUS ==      (1.16) 

Din relaţia (1.9) observăm că în general componentele simetrice ale curenţilor depind de 

toate componentele simetrice ale tensiunilor (dacă z z zh d i≠ ≠ ≠0 0 0; ; ). O serie de cazuri 

particulare pot fi puse în evidenţă considerând situaţii când unii din parametrii următori sunt nuli: 

Uh, Ud, Ui, zh, zd, zi, zN. [P7], [P18]. 
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Un caz particular important este atunci când sistemul tensiunilor de alimentare are numai 

componentă simetrică directă. Consumatorul este alimentat de la un generator trifazat simetric cu 

conexiune stea cu impedanţele interne nule (de putere infinită). 

În acest caz, ecuaţia (1.9) se poate scrie în felul următor: 
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    (1.17) 

iar relaţia (1.12) devine: 

 S U Ig d d= 3 *      (1.18) 

 

 

1.5. Analiza receptorului dezechilibrat real 

 

Presupunem că sistemul tensiunilor de alimentare are numai componentă simetrică directă. 

Ecuaţia matricială (1.8) se poate descompune în trei părţi, referitoare la partea echilibrată, la 

cea dezechilibrată şi la impedanţa firului neutru. 
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Vom folosi şi ecuaţia curenţilor (1.17). 

Pentru partea echilibrată putem scrie: 
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Pentru partea dezechilibrată putem scrie: 
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Pentru firul neutru putem scrie: 
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Se observă imediat că avem: 

U U U Uh hE hD hN= + + = 0  (1.26) 

U U U Ud dE dD dN= + + = 0 , cu U dN = 0  (1.27) 

U U U Ui iE iD iN= + + = 0, cu U iN = 0 (1.28) 

de unde rezultă: 

U U UhE hD hN= − −       (1.29) 

U U UdE dD d+ =       (1.30) 

U UiE iD= −        (1.31) 

În continuare, vom analiza puterile absorbite de receptorul dezechilibrat real (RDR). 

Puterile pentru partea echilibrată sunt: 

S U I
z z z z

D
U IhE hE h

h d h i

d h= =
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3 3
2 2

* *      (1.32) 
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z z z z z z

D
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h h d i N h
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S U I
z z z z z z z

D
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Puterile pentru partea dezechilibrată sunt: 
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Puterile pentru impedanţă firului neutru sunt: 

S U I
z z z z z

D
U IhN hN h

N d N h i
d h= =

−
3 3

3 32
* *     (1.38) 

S U IdN dN d= =3 0*        (1.39) 

S U IiN iN i= =3 0*        (1.40) 

Se observă că: 

S S ShE hN hD+ = −       (1.41) 

S S U I SdE dD d d g+ = =3 *      (1.42) 

S SiE iD= −        (1.43) 

Puterea totală absorbită de receptorul considerat este: 

S S S SE D N= + +       (1.44) 

S S S SE hE dE iE= + +       (1.45) 

S S S SD hD dD iD= + +       (1.46) 

S S S SN hN dN iN= + +       (1.47) 

Rezultă: 

 S U I S Sd d d g= = =3 *       (1.48) 

Mai putem scrie: 

S S S Sh d i= + +        (1.49) 

S S S Sh hE hD hN= + + = 0     (1.50) 

S S S S U Id dE dD dN d d= + + = 3 *      (1.51) 

S S S Si iE iD iN= + + = 0      (1.52) 

Toate aceste puteri pot fi aşezate într-o matrice în care sumele laturilor şi coloanelor sunt 

impuse: 

S SE SD SN 

Sh ShE ShD ShN 

Sd SdE SdD SdN 

Si SiE SiD SiN 

Separarea puterilor complexe pe cele două părţi ale receptorului dezechilibrat real precum şi 

pe impedanţa firului neutru pune în evidenţă o circulatie de putere internă între aceste zone. 

Partea echilibrată consumă atât puterea directă SdE cât şi puterile homopolară şi inversă ShE 

şi SiE. Impedanţa firului neutru consumă numai puterea homopolară ShN. Receptorul fiind alimentat 
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de un generator simetric care furnizează putere numai pe componenta directă, deducem că puterile 

homopolară şi inversă sunt primite prin partea dezechilibrată a receptorului. 

Partea dezechilibrată consumă puterea: 

 S S S S S S S S SD hD dD iD hE dE iE hN= + + = − − − −    (1.53) 

Se poate afirma că partea dezechilibrată a receptorului se comportă ca un convertizor de 

putere a componentelor simetrice [P6], [P7], [P8], [P18], [P25]. 

Considerând că în partea echilibrată a receptorului intră şi reţeaua de alimentare presupusă 

ca fiind şi ea echilibrată, puterea homopolară şi cea inversă aferentă acestei reţele este efectiv un 

consum suplimentar faţă de situaţia unui receptor echivalent, de aceeaşi putere, echilibrat. 

Se poate desena o diagramă a puterilor complexe, care este o ilustrare grafică a relaţiilor 

anterioare. Prin urmare, interpretarea acestei diagrame trebuie să fie nuanţată, strict legată de aceste 

relaţii ale puterilor complexe. 

Diagrama puterilor complexe este următoarea: 

 

Notaţiile au următoarele semnificaţii: 

- REDG = receptor extrem dezechilibrat generalizat; - RER = receptor echilibrat real; 

- N = impedanţa firului neutru;    - RDR = receptor dezechilibrat real. 

 

 

1.6. Analiza receptorului extrem dezechilibrat generalizat 
 

Acest receptor este caracterizat după cum se ştie de condiţia zh = 0. Relaţiile (1.4) devin: 
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     (1.54) 

Inlocuind pe a şi a2 cu valorile cunoscute ( rădăcini cubice complexe ale unităţii ) obţinem: 

S iE

REDG

RER
N

RDR

S g

S

S dD

S dE

S iD S hD

S hE

S hN

 

Fig. 1.14 Diagrama puterilor complexe pentru receptorul dezechilibrat real (RDR) 
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Presupunem şi acum că sistemul tensiunilor de alimentare are numai componenta simetrică 

directă. 

Ecuaţia matricială a tensiunilor (1.19) ia următoarea formă: 
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   (1.56) 

Ecuaţia curenţilor (1.17) devine: 
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unde  

 D z z z z zd i N d i= + −3 3 3      (1.58) 

Pentru partea dezechilibrată putem scrie: 
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z z
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



0

0

0

    (1.59) 
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
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
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2

idNid
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Di

d
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zzzzz

zz

D

U

U

U

U

    (1.60) 

Pentru firul neutru putem scrie: 

 

U
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    (1.61) 

 

U

U

U
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D

z zh

d

i N

d
N d












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


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









3

0

0

2

     (1.62) 

Se observă că avem relaţiile: 

U U Uh hD hN= + = 0       (1.63) 
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U U Ud dD dN= + , cu U dN = 0     (1.64) 

U U Ui iD iN= + = 0 , cu U iD = 0  şi U iN = 0   (1.65) 

de unde rezultă: 

U UhD hN= −       (1.66) 

U UdD d=       (1.67) 

U iD = 0       (1.68) 

Vom calcula puterile absorbite de receptorul extrem dezechilibrat generalizat (REDG). 

Puterile pentru partea dezechilibrată sunt: 

S U I
z z

D
U IhD hD h

N d

d h= = −3 9
2

* *     (1.69) 

S U I U IdD dD d d d= =3 3* *      (1.70) 

S U IiD iD i= =3 0*       (1.71) 

Puterile pentru impedanţa firului neutru sunt: 

S U I
z z

D
U IhN hN h

N d
d h= =3 9

2
* *     (1.72) 

S U IdN dN d= =3 0*       (1.73) 

S U IiN iN i= =3 0*       (1.74) 

Se observă că: 

S ShD hN= −        (1.75) 

S U I SdD d d g= =3 *       (1.76) 

S iD = 0       (1.77) 

Puterea totală absorbită de receptorul extrem dezechilibrat este: 

 

S S SD N= +       (1.78) 

S S S SD hD dD iD= + +      (1.79) 

S S S SN hN dN iN= + +     (1.80) 

Rezultă:    

 S U I Sd d g= =3 *  (1.81) 

Mai putem scrie: 

S S S Sh d i= + +      (1.82) 
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S S Sh hD hN= + = 0     (1.83) 

S S S U Id dD dN d d= + = 3 *     (1.84) 

S S Si iD iN= + = 0      (1.85) 

Şi în acest caz se poate evidenţia o circulaţie de putere internă între partea dezechilibrată şi 

impedanţa firului neutru. Impedanţa firului neutru consumă numai puterea homopolară S hN . 

Receptorul fiind alimentat cu un sistem simetric de tensiuni, el primeşte putere numai pe 

componenta directă. Puterea homopolară este deci primită de impedanţa firului neutru prin 

intermediul receptorului extrem dezechilibrat. 

Partea dezechilibrată consumă puterea: 

 S S S S S SD hD dD iD hN= + + = −  (1.86) 

Diagrama puterilor complexe este: 

Am notat:  

- REDG = receptorul extrem dezechilibrat generalizat; 

- N = impedanţa firului neutru. 

Analiza receptorului extrem dezechilibrat generalizat poate fi extinsă, considerând 

contribuţia componentelor simetrice de calcul zd, zi, parcurse de componentele simetrice ale 

curenţilor. 

Din ecuatia de tensiuni (1.59) deducem: 

U z I z I U UhD i d d i hd hi= + = +     (1.87) 

U z I z I U UdD d h i i dh di= + = +     (1.88) 

U z I z I U UiD i h d d ih id= + = +     (1.89) 

Din ecuaţia de curenţi (1.57) rezultă: 

I
U

D
zh

d
d= 2       (1.90) 

REDG

N

S g

S

S dD

S hD

S hN

 

Fig. 1.15 Diagrama puterilor complexe pentru receptorul extrem dezechilibrat generalizat (REDG) 
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( )I
U

D
z zd

d
d i= −      (1.91) 

( )I
U

D
z z zi

d
i N d= −2 3     (1.92) 

Înlocuind curenţii (1.90), (1.91), (1.92) în relaţiile (1.87), (1.88), (1.89) se calculează imediat 

componentele tensiunilor UhD,  UdD  şi UiD şi se regăsesc expresiile : 

U
U

D
z zhD

d
N d= −3 2      (1.93) 

U UdD d=       (1.94) 

U iD = 0      (1.95) 

De asemenea, putem evidenţia componentele corespunzătoare ale puterilor. 

( )S z I z I I S ShD i d d i h hd hi= + = +3 *     (1.96) 

( )S z I z I I S SdD d h i i d dh di= + = +3 *     (1.97) 

( )S z I z I I S SiD i h d d i ih id= + = +3 *     (1.98) 

Rezultă expresiile finale: 

S
z z

D
U IhD

N d
d h= −9

2
*      (1.99) 

S U IdD d d= 3 *       (1.100) 

S iD = 0       (1.101) 

 

 

1.7. Analiza receptorului echilibrat real 

 

Acest receptor este caracterizat de condiţiile zd = 0 şi zi = 0. 

Relaţiile (1.4) devin: 

 

z z

z z

z z

h

h

h

1

2

3

=
=
=









      (1.102) 

Considerăm şi în acest caz că sistemul tensiunilor de alimentare are numai componenta 

simetrică directă. 

Ecuaţia matricială a tensiunilor ( 1.19 ) devine în acest caz: 
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3 0 0

0 0 0

0 0 0

   (1.103) 

Ecuaţia curenţilor ( 1.17 ) va avea forma: 

 

I

I

I

U

D
z z z

h

d

i

d
h N h


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
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















0

3

0

2     (1.104) 

unde: 

  D z z zh N h= +3 23      (1.105) 

Pentru partea echilibrată putem scrie: 
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    (1.106) 
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    (1.107) 

Pentru firul neutru putem scrie: 
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U

U

U

U

D

h

d

i N

d


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
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




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=





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
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

0

0

0

     (1.109) 

Observăm că avem relaţiile: 

U U Uh hE hN= + = 0, cu U hN = 0    (1.110) 

U U Ud dE dN= + , cu U dN = 0    (1.111) 

U U Ui iE iN= + = 0, cu U iN = 0    (1.112) 

de unde rezultă: 

U hE = 0     (1.113) 

U UdE d=       (1.114) 

U iE = 0     (1.115) 

În continuare vom calcula puterile absorbite de receptorul echilibrat real (RER). 
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Puterile pentru partea echilibrată sunt: 

S U IhE hE h= =3 0*       (1.116) 

S U I
z z z

D
U I U IdE dE d

h N h
d d d d= =

+
=3 3

3
3

3 2
* * *   (1.117) 

S U IiE iE i= =3 0*       (1.118) 

Puterile pentru impedanţa firului neutru sunt: 

S U IhN hN h= =3 0*      (1.119) 

S U IdN dN d= =3 0*      (1.120) 

S U IiN iN i= =3 0*      (1.121) 

Se observă că avem relaţiile: 

S hE = 0      (1.122) 

S U I SdE d d g= =3 *      (1.123) 

S iE = 0      (1.124) 

Puterea totală absorbită de receptorul echilibrat este: 

S S SE N= + , unde S N = 0     (1.125) 

S S S SE hE dE iE= + +      (1.126) 

 

Rezultă:  

S U I Sd d g= =3 *       (1.127) 

 

De asemenea, mai putem scrie: 

S S S Sh d i= + +      (1.128) 

S S Sh hE hN= + = 0     (1.129) 

S S S U Id dE dN d d= + = 3 *     (1.130) 

S S Si iE iN= + = 0     (1.131) 

 

În acest caz, impedanţa firului neutru nu consumă putere. Receptorul fiind alimentat cu un 

sistem simetric de tensiuni, el primeşte putere numai pe componenta directă, care se consumă 

integral în partea echilibartă a receptorului. 

Diagrama puterilor complexe este: 
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1.8. Analiza receptorului echilibrat real alimentat cu un sistem nesimetric de 

tensiuni 

 

Pentru această situaţie, putem utiliza ecuaţia (1.8) în care facem zN = 0, zd = 0, zi = 0 şi 

obţinem : 

 U z I U z I U z Ih h h d h d i h i= = =; ;    (1.132) 

Puterea totală complexă absorbită este: 

S U I U I U Ih h d d i i= + +3 3 3* * *     (1.133) 

S z I I z I I z I Ih h h h d d h i i= + +3 3 3* * *     (1.134) 

( )S z I I Ih h d i= + +3 2 2 2      (1.135) 

Acesta este şi cazul părţii echilibrate a receptorului dezechilibrat real. 

Deoarece ( ) 0Re ≥hz , putem afirma că receptorul primeşte putere activă pe toate cele trei 

componente simetrice. Puterile homopolare şi inverse sunt în general deranjante (nedorite). Ele 

produc consumuri suplimentare şi scăderi de randamente la motoare, la alţi consumatori precum şi 

în reţelele de alimentare. 

 

 

1.9. Sinteză privind analiza receptorului dezechilibrat real 

 

O caracterizare a receptorului dezechilibrat real se poate face cu ajutorul coeficienţilor de 

dezechilibru de calcul ai impedanţelor [P6], [P7], [P8], [P18], [P21]. 

Coeficientul de dezechilibru al componentei directe este prin definiţie : 

 k
z

zd
d

h

=       (1.136) 

Coeficientul de dezechilibru al componentei inverse este prin definiţie: 

RER N
S g

S

S dD

S hE = 0 S hN = 0

 

Fig. 1.16 Diagrama puterilor complexe pentru receptorul echilibrat real (RER) 
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 k
z

zi
i

h

=       (1.137) 

Coeficientul de raportare al impedanţei firului neutru este: 

 k
z

zN
N

h

=       (1.138) 

Coeficienţii kd, ki, kN sunt în general numere complexe. 

Vom considera şi receptorul echilibrat care conţine pe fiecare fază impedanţa zh. Evident, 

acest receptor se obţine din receptorul dezechilibrat real când partea dezechilitrată dispare 

(triunghiul 123 se “restrânge” în punctul D) Puterea absorbită de acest receptor echilibrat real va fi: 

 S
U

zRER

d

h

= 3
2

*      (1.139) 

Rezultatele obţinute anterior în cazul receptorului dezechilibrat real sunt prezentate în 

tabelele următoare. Mai precis, prezentăm repartiţia căderilor de tensiune şi a puterilor pe partea 

echilibrată, pe partea dezechilibrată şi pe impedanţa firului neutru. 

Alimentarea se face cu un sistem direct de tensiuni (U10, U20, U30). 

Tabelul 1.1 

Receptor dezechilibrat real 

(RDR) 

Căderi de tensiune 

 
U U

k k

k k k k k k k khE d

d i

d i d i N N d i

=
−

+ + − + −

2

3 31 3 3 3
 

 

Partea echilibrată (RER) 
U U

k k k

k k k k k k k kdE d
d i n

d i d i N N d i

=
− +

+ + − + −
1 3

1 3 3 33 3
 

 

idNNidid

dNdi
diE kkkkkkkk

kkkk
UU

3331

3
33

2

−+−++
−−=  

 
U U

k k k k k k

k k k k k k k khD d
i d N i N d

d i d i N N d i

=
− + −

+ + − + −

2 2

3 3

3 3

1 3 3 3
 

 

Partea dezechilibrată (REDG) 
U U

k k k k k k k

k k k k k k k kdD d
d i d i N d i

d i d i N N d i

=
+ − −

+ + − + −

3 3

3 3

2 3

1 3 3 3
 

 
U U

k k k k

k k k k k k k kiD d
d i N d

d i d i N N d i

=
− +

+ + − + −

2

3 3

3

1 3 3 3
 

 
U U

k k k k

k k k k k k k khN d
N d N i

d i d i N N d i

=
−

+ + − + −
3 3

1 3 3 3

2

3 3
 

 

Impedanţa firului neutru (N) 

 

U dN = 0 

 U iN = 0 
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Se observă că dacă avem kd = ki = 0 se obţine UdE = Ud , toate celelalte căderi de tensiune 

devenind egale cu zero. Este cazul unui receptor echilibrat, având pe fiecare fază impedanţa zh, 

alimentat cu un sistem simetric direct de tensiuni de fază ale reţelei. 

Pentru calculul tabelului cu puteri absorbite exprimate funcţie de coeficienţii de 

dezechilibru, procedăm în modul următor. Din relaţiile (1.17) obţinem curenţii: 

( )
I

U z z z

z z z z z z z z z z zh

d d h i

h d i h d i N h N d i

=
−

+ + − + −

2

3 3 3 23 3 3
 

( )
I

U z z z z z

z z z z z z z z z z zd

d h d i N h

h d i h d i N h N d i

=
− +

+ + − + −

2

3 3 3 2

3

3 3 3
   (1.140) 

( )
I

U z z z z z

z z z z z z z z z z zi

d i h i N d

h d i h d i N h N d i

=
− +

+ + − + −

2

3 3 3 2

3

3 3 3
 

Utilizăm relaţiile de definiţie ale coeficienţilor de dezechilibru (1.136), (1.137), (1.138). 

( )
I

U

z
k k

k k k k k k k kh

d

h
d i

d i d i N N d i

=
−

+ + − + −

2

3 31 3 3 3
 

( )
I

U

z
k k k

k k k k k k k kd

d

h
d i N

d i d i N N d i

=
− +

+ + − + −

1 3

1 3 3 33 3     (1.141) 

( )
I

U

z
k k k k

k k k k k k k ki

d

h
i d N d

d i d i N N d i

=
− −

+ + − + −

2

3 3

3

1 3 3 3
 

 

Să calculăm puterea ShE. 

( )
( )

S U I U
k k

k k k k k k k k

U

z

k k

k k k k k k k k
hE hE h d

d i

d i d i N N d i

d

h

d i

d i d i N N d i

= = −
+ + − + −

⋅
−

+ + − + −
3 3

1 3 3 3 1 3 3 3

2

3 3

2

3 3

*
*

*

*

*  

S S
k k

k k k k k k k k
hE RER

d i

d i d i N N d i

=
−

+ + − + −

2 2

3 3 2
1 3 3 3

 

 

Pentru celelalte puteri se procedează asemănător. Se obţine următorul tabel. 
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Tabelul 1.2 

 

Receptor dezechilibrat real 

(RDR) 

 

Puteri absorbite 

 

 
S S

k k

k k k k k k k k
hE RER

d i

d i d i N N d i

=
−

+ + − + −

2 2

3 3 2
1 3 3 3

 

 

Partea echilibrată (RER) 
233
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3331
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S S

k k k k

k k k k k k k k
iE RER

i d N d

d i d i N N d i

=
− −

+ + − + −

2 2

3 3 2

3

1 3 3 3
 

 ( )
S S

k k k

k k k k k k k k
hD RER

N d i

d i d i N N d i

= −
+ −

+ + − + −

1 3

1 3 3 3

2 2

3 3 2
 

 

Partea dezechilibrată (REDG) 

( ) ( )
S S

k k k k k k k k k k

k k k k k k k k
dD RER

d i d i N d i d i N

d i d i N N d i

=
+ − − − +

+ + − + −

3 3

3 3 2

2 3 1 3

1 3 3 3

*

 

 
S S

k k k k

k k k k k k k k
iD RER

i d N d

d i d i N N d i

= −
− −

+ + − + −

2 2

3 3 2

3

1 3 3 3
 

 
S S

k k k

k k k k k k k k
hN RER

N d i

d i d i N N d i

=
−

+ + − + −

3

1 3 3 3

2 2

3 3 2
 

 

Impedanţa firului neutru (N) 

 

S dN = 0  

  

S iN = 0  

 

Şi în acest tabel făcând kd = ki  = 0 se obţine SdE = SRER, cazul consumatorului echilibrat 

amintit anterior (toate celelalte puteri sunt nule). 

Atât în tabelul 1.1 cât şi în tabelul 1.2 putem face pe rând ki = 0 şi kd = 0 şi obţinem 

expresiile corespunzătoare cazurilor particulare respective. 

Relativ la tabelele 1.1 şi 1.2 se pot face unele observaţii care reprezintă de fapt regăsirea şi 

sublinierea unor proprietăţi esenţiale puse în evidenţă anterior. 

1.  Căderile de tesiune verifică relaţiile: 

U U UhE hD hN+ + = 0     (1.142) 
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U U U UdE dD dN d+ + =     (1.143) 

U U UiE iD iN+ + = 0     (1.144) 

 

2.  Pentru puteri se poate face o observaţie asemănătoare: 

 

S S ShE hD hN+ + = 0      (1.145) 

S S S U I SdE dD dN d d g+ + = =3 *    (1.146) 

S S SiE iD iN+ + = 0     (1.147) 

 

3.  Deoarece SRER are partea reală pozitivă, din tabelul 1.2 rezultă imediat că puterea activă 

inversă corespunzătoare părţii extrem dezechilibrate este negativă, deci este o putere generată de 

partea extrem dezechilibarată a receptorului. 

Puterile active corespunzătoare componentelor homopolară şi directă pot fi pozitive sau 

negative. 

 

4.  Relativ la partea echilibrată, puterile active sunt pozitive pe toate cele trei componente. 

 

5. Pentru impedanţa firului neutru, puterea activă corespunzătoare componentei homopolare 

poate să fie pozitivă sau negativă ( eventual nulă ). Dacă kN se reduce la un număr real strict pozitiv, 

această putere este pozitivă ( în această situaţie zN şi zh au acelaşi argument ). Dacă zN este o 

rezistenţă pură, de asemenea puterea activă corespunzătoare componentei homopolare este pozitivă. 

 

Considerând circulaţia internă a puterilor active se pot reprezenta cele două situaţii cu 

existenţa fizică ( fig.1.17, cazurile a şi b ). 

În figura 1.17 s-a notat: 

– REDG = receptor extrem dezechilibrat generalizat; 

– RER = receptor echilibrat real; 

– N = impedanţa firului neutru; 

– RDR = receptor dezechilibrat real. 
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Prezintă interes studierea puterii directe corespunzătoare părţii dezechilibrate şi echilibrate, 

respectiv raportul acestor puteri: 

( ) ( )S

S

k k k k k k k k k k

k k k

dD

dE

d i d i N d i d i N

d i N

=
+ − − − +

− +

3 3

2

2 3 1 3

1 3

*

 

sau: 

S

S

k k k k k k k

k k k
dD

dE

d i d i N d i

d i N

=
+ − −

− +

3 3 2 3

1 3
     (1.148) 

Coeficienţii kd, ki, kN sunt în general numere complexe, ceea ce îngreunează studiul. De 

asemenea prezintă interes studierea raportului: 

N
hE

hD k
S

S
31−−=      (1.149) 

 

P iE

REDG

RER
N

RDR

P d

P dD

P dE

P iD P hD

P hE

P hN

Cazul a
P dD > 0

 

P iE

REDG

RER
N

RDR

P d

P dD

P dE

P iD P hD

P hE

P hN

Cazul b
P dD < 0

 

Fig.1.17 Diagrama puterilor active pentru receptorul dezechilibrat real (RDR) 
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1.10. Analiza unor cazuri particulare 

 

Există cazuri particulare de receptoare trifazate dezechilibrate care prezintă interes şi au şi 

avantajul unor simplificări de calcule [P6], [P7], [P18]. 

Un caz particular important este acela în care coeficienţii de dezechilibru sunt numere reale. 

Componentele simetrice de calcul ale impedanţelor vor fi: 

z ze z k ze z k ze z k zeh
j

d d
j

i i
j

N N
j= = = =α α α α; ; ;   (1.150) 

unde:z, kd, ki, kN sunt numere reale , z > 0. 

Impedanţele de fază vor fi: 

( )z k k ze

z
k k

j
k k

ze

z
k k

j
k k

ze

d i
j

d i i d j

d i i d j

1

2

3

1

1
2

3
2

1
2

3
2

= + +

= −
+

+
−









= −
+

−
−

























α

α

α

      (1.151) 

Din aceste relaţii deducem că în acest caz impedanţele de pe fazele 2 şi 3 au modulele egale 

şi sunt simetrice faţă de direcţia ejα. 

Coeficienţii kd, ki fiind numere reale, se simplifică studiul puterii directe corespunzătoare 

părţii dezechilibrate. 

Astfel avem: 

S

S

P

P

k k k k k k k

k k k
dD

dE

dD

dE

d i d i N d i

d i N

= =
+ − −

− +

3 3 2 3

1 3
   (1.152) 

unde membrul drept este un număr real. 

Studiind semnul acestui raport, deducem cazurile când partea dezechilibrată se comportă ca 

un receptor, respectiv ca un generator (semnul este plus sau minus). Pentru un kN fixat, 

reprezentarea într-un plan raportat la un sistem cartezian cu axele kd şi ki permite delimitarea 

zonelor pozitive şi negative. 

In cele ce urmează vom presupune că avem kN = 1/3, adică zh = 3 zN. Atunci vom avea: 

S

S

P

P

k k k k

k k
dD

dE

dD

dE

d i d i

d i

= =
+ −

−

3 3 3

2
   (1.153) 

Ecuaţiile: 

k k k kd i d i
3 3 3 0+ − =     (1.154) 
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2 0− =k kd i      (1.155) 

reprezintă un foliu al lui Descartes, respectiv o hiperbolă echilateră. 

Reprezentarea grafică a celor două curbe este redată în figura 1.18. 

Foliul lui Descartes admite asimptota: 

k kd i+ + =1 0          (1.156) 

El este simetric faţă de prima bisectoare şi are “ vârful “ de coordonate 
3

2

3

2
,







 . 

 

Axele de coordonate sunt tangente la foliu în origine. 

Hiperbola echilateră intersectează prima bisectoare în punctele de coordonate ( )2 2,  şi 

( )− −2 2, . 

 
Fig.1.18 Reprezentarea grafică a numărătorului (foliul lui Descartes) respectiv a numitorului (hiperbola echilateră) pentru 

raportul PdD / PdE 
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Studiind semnul numărătorului şi numitorului, rezultă pentru raport 7 regiuni ale planului cu 

semnele indicate în figură. 

In cele patru regiuni ale planului cu semnul plus partea dezechilibrată a receptorului primeşte 

putere activă, iar în cele trei regiuni ale planului cu semnul minus partea dezechilibrată a 

receptorului debitează putere activă. 

Considerând punctele de pe prima bisectoare ( deci kd = ki ) obţinem: 

P

P

k k

k
dD

dE

d d

d

=
−

− +
2 3

2

3 2

2          ( 1.157 ) 

cu reprezentarea din figura 1.19. ( a ). 

Asimptota oblică are ecuaţia y = -2x + 3 

 

Fig.1.19 Reprezentări grafice pentru situaţia kd = ki 

 

Din figura 1.19 rezultă că partea extrem dezechilibrată este receptor propriu zis pentru  

( )kd ∈ − ∞ − ∪ 





, ,2 2

3

2
. 

Partea extrem dezechilibrată se comportă ca un generator pentru: 

( )kd ∈ − ∪ +∞





2 2

3

2
, , . 

În aceeaşi figură este reprezentată şi curba de variaţie pentru: 
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P

P

P

P
d

dE

dD

dE

= +1       (1.158) 

( curba b ) 

Din această curbă deducem că întregul receptor trifazat dezechilibrat devine un generator 

care debitează putere activă în restul circuitului dacă: 

( )kd ∈ −
−







 ∪ ∪

+
+∞









2

1 5

2
1 2

1 5

2
, , ,  

In cazul studiat de noi, această situaţie nu poate avea existenţă reală. Pentru restul de valori 

reale ale lui kd avem un receptor propriu zis. 

Considerând punctele de pe a doua bisectoare (deci kd = -ki) obţinem: 

P

P

k

k
dD

dE

d

d

=
+
3

2

2

2       (1.159) 

cu reprezentarea din figura 1.20 (curba a) 

 

În acest caz partea extrem dezechilibrată reprezintă un receptor pentru orice valoare a lui kd. 

S-a reprezentat şi curba: 

 
Fig. 1.20 Reprezentări grafice pentru situaţia kd = - ki 

 



Vasile Mircea Popa 40 

 
P

P

P

P
d

dE

dD

dE

= +1      (1.160) 

( curba b ). 

Sistemul trifazat de impedanţe reprezintă un receptor pentru orice valoare a lui kd. 

Considerând punctele de pe axa absciselor (deci ki = 0) obţinem: 

 
P

P
kdD

dE
d=

1

2
3      (1.161) 

 
P

P
kdD

dE
d= +1

1

2
3      (1.162) 

cu reprezentările din figura 1.21 

 

Deci, pentru kd > 0 (şi ki = 0) partea extrem dezechilibrată a receptorului este receptor 

propriu zis, iar pentru kd < 0 (şi ki = 0) este generator pentru componenta directă a puterii active. 

 
Fig. 1.21 Reprezentări grafice pentru situaţia ki = 0 
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Pentru kd > − ≈ −2 1263 ,  (şi ki = 0) întregul receptor trifazat este un consumator de putere 

activă. Pentru kd < − 23  (şi ki = 0) întregul receptor trifazat devine un generator care debitează 

putere activă în restul reţelei. Această situaţie nu poate avea existentă reală în cazul nostru. 

Considerând puncte de pe axa ordonatelor (deci kd = 0) obţinem: 

P

P
kdD

dE
i=

1

2
3      (1.163) 

P

P
kdD

dE
i= +1

1

2
3     (1.164) 

cu reprezentările din figura 1.22 

 Interpretările sunt asemănătoare cu cele de la cazul anterior (schimbând pe kd cu ki). 

In aceeaşi ipoteză a coeficienţilor de dezechilibru kd, ki, kN numere reale, vom studia 

raportul: 

S

S

P

P
khD

hE

hD

hE
N= = − −1 3     (1.165) 

Reprezentarea grafică a variaţiei acestui raport în funcţie de kN este redată în figura 1.23 (a). 

 
Fig.1.22 Reprezentări grafice pentru situaţia kd = 0 
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In figura 1.23 ( b ) este reprezentată variaţia raportului: 

P

P

P

P
khN

hE

hD

hE
N= − − =1 3     (1.166) 

 

Se observă că pentru k N > −
1

3
 partea extrem dezechilibrată debitează putere activă pe 

componenta homopolară. 

De asemenea observăm că pentru k N > 0  impedanţa firului neutru absoarbe putere activă pe 

componenta homopolară. 

Revenim la variaţia raportului considerat anterior, adică: 

P

P

k k k k k k k

k k k
dD

dE

d i d i N d i

d i N

=
+ − −

− +

3 3 2 3

1 3
    (1.167) 

Este utilă şi sugestivă reprezentarea 3D a acestui raport, respectiv a suprafeţei 

corespunzătoare, pentru un kN fixat. Se observă domeniile din planul variabilelor kd, ki unde 

raportul este pozitiv sau negativ, cu interpretările aferente. 

 
Fig. 1.23 Reprezentări grafice funcţie de kN 
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În continuare, se prezintă câteva reprezentări de acest tip (figurile: 1.24, 1.25, 1.26, 1.27, 

1.28). 

 

 
Fig. 1.24. Reprezentarea grafică 3D a variaţiei raportului PdD/PdE pentru kN = 0 

 

 
Fig. 1.25. Reprezentarea grafică 3D a variaţiei raportului PdD/PdE pentru kN = 1/3 
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Fig. 1.26. Reprezentarea grafică 3D a variaţiei raportului PdD/PdE pentru kN = 2/3 

 

 
Fig. 1.27. Reprezentarea grafică 3D a variaţiei raportului PdD/PdE pentru kN = 1 
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1.11. Cazurile extreme zN = 0 şi zN = ∞∞∞∞ 

 

Aceste cazuri extreme (din punctul de vedere al valorii impedanţei firului neutru) reprezintă 

cazurile legării în stea cu fir neutru de impedanţă practic nulă, respectiv al legării în stea fără fir 

neutru. 

In fiecare din aceste cazuri se poate face o analiză asemănătoare celei prezentate anterior 

pentru cazul general al unei impedanţe zN oarecare [P6], [P7], [P8], [P18], [P25]. Unele concluzii se 

pot obţine din cazul general, prin trecere la limită. 

Astfel, în cazul legării în stea cu fir neutru cu impedanţă practic nulă tabelul cu puterile 

complexe absorbite are următoarea componenţă (tabelul 1.3). 

 
 
 

Fig. 1.28. Reprezentarea grafică 3D a variaţiei raportului PdD/PdE pentru kN = ∞ 
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Tabelul 1.3 

 

Receptor dezechilibrat real 

(RDR) 

 

Puteri absorbite (zN = 0) 

 

 
S S

k k

k k k k
hE RER

d i

d i d i

=
−

+ + −

2 2

3 3 2
1 3

 

 

Partea echilibrată (RER) S S
k k

k k k k
dE RER

d i

d i d i

=
−

+ + −

1

1 3

2

3 3 2  

 
S S

k k

k k k k
iE RER

i d

d i d i

=
−

+ + −

2 2

3 3 2
1 3

 

 
S S

k k

k k k k
hD RER

d i

d i d i

= −
−

+ + −

2 2

3 3 2
1 3

 

 

Partea dezechilibrată (REDG) 
( ) ( )

S S
k k k k k k

k k k k
dD RER

d i d i d i

d i d i

=
+ − −

+ + −

3 3

3 3 2

2 1

1 3

*

 

 
S S

k k

k k k k
iD RER

i d

d i d i

= −
−

+ + −

2 2

3 3 2
1 3

 

 S hN = 0 

Impedanţa firului neutru (N) S dN = 0 

 S iN = 0 

 

 

Raportul (1.152) studiat anterior primeşte forma: 

P

P

k k k k

k k
dD

dE

d i d i

d i

=
+ −

−

3 3 2

1
    (1.168) 

Studiul acestui raport se face asemănător cu cel al cazului general [P6], [P7], [P18]. 

În cazul legării în stea fără fir neutru, tabelul cu puterile complexe absorbite va avea 

următoarea formă (tabelul 1.4) 
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Tabelul 1.4 

 

Receptor dezechilibrat real 

(RDR) 

 

Puteri absorbite (zN = ∞∞∞∞) 

 

 S hE = 0 

 

Partea echilibrată (RER) 
S S

k k
dE RER

d i

=
−

1

1
2  

 
S S

k

k k
iE RER

d

d i

=
−

2

2
1

 

 S hD = 0  

 

Partea dezechilibrată (REDG) 
S S

k k

k k
dD RER

d i

d i

=
−

−1
2  

 
S S

k

k k
iD RER

d

d i

= −
−

2

2
1

 

 S hN = 0  

Impedanţa firului neutru (N) S dN = 0  

 S iN = 0  

 

 

 

Raportul (1.152) studiat anterior primeşte forma: 

P

P
k khD

hE
d i= −      (1.169) 

Studiul acestui raport se face asemănător cu cel al cazului general [P8]. 
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1.12. Concluzii şi observaţii 

 

Având în vedere diferitele aspecte relevate în legătură cu receptorul trifazat dezechilibrat 

alimentat cu un sistem de tensiuni de fază oarecare (în particular, simetric) putem formula o serie de 

concluzii. 

1. Introducând noţiunea de impedanţă generalizată se pot utiliza sistematic componentele 

simetrice de calcul ale impedanţelor şi se poate da o schemă echivalentă a receptorului 

dezechilibrat, conţinând o parte echilibrată şi o parte extrem dezechilibrată. 

2. Din ecuaţiile de tensiuni şi de curenţi şi din expresiile puterilor complexe rezultă 

componentele tensiunilor şi puterilor pe cele trei secvenţe (homopolară, directă, inversă) şi pe cele 

trei părţi ale receptorului considerat (partea echilibrată, partea extrem dezechilibrată şi impedanţa 

firului neutru). Este pusă în evidenţă o circulaţie internă de putere între aceste părţi ale receptorului, 

redată în figura 1.14. In acelaşi timp se demonstrează că partea extrem dezechilibrată se comportă 

ca un convertizor de putere a componentelor simetrice. 

3. Utilizarea coeficienţilor de dezechilibru kd, ki, kN permite o sistematizare a rezultatelor 

obţinute anterior. Dacă ne referim la circulaţia puterii active, se deduce că puterea activă inversă 

aferentă părţii extrem dezechilibrate este întotdeauna negativă deci este o putere generată de partea 

extrem dezechilibrată a receptorului. Partea echilibrată a unui receptor sau un receptor echilibrat 

absoarbe totdeauna putere activă pe toate cele trei componente. Se evidenţiază cele două situaţii cu 

existenţă fizică obiectivă (fig.1.17) 

4. În cazul coeficienţilor de dezechilibru reali se face un studiu detaliat al circulaţiei interne a 

puterilor active. 

5. Ca observaţie, remarcăm că utilizând metoda expusă se poate face un studiu energetic, 

considerând impedanţele liniei dintre generator şi receptor [P8], [T10], [P18], [P29]. Concluzia care 

rezultă este că receptoarele dezechilibrate sunt surse (cauze) de puteri şi energii de componente 

homopolare şi inverse care sunt absorbite de receptoarele echilibrate, inclusiv de reţelele de 

alimentare care pot fi considerate ca fiind de asemenea echilibrate. Consecinţa acestor ciculaţii de 

puteri de componente simetrice este creşterea consumului tehnologic al reţelelor care se adaugă 

influenţelor negative asupra funcţionării consumatorilor echilibraţi. Astfel, se ştie că funcţionarea 

motoarelor asincrone trifazate în regimuri nesimetrice este însoţită de scăderea randamentului şi în 

general a performanţelor de lucru, datorită apariţiei câmpului magnetic învârtitor invers. 
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Se impune prin urmare compensarea dezechilibrului la consumatorii trifazaţi. Această 

compensare are mari avantaje tehnice şi economice, fiind o problemă complexă sub aspect teoretic 

şi practic. In general, problema trebuie rezolvată în corelare cu necesitatea compensării şi a 

armonicilor superioare şi binenţeles a îmbunătăţirii factorului de putere [P6], [P7], [P8], [T10], 

[T11],[T12], [P5], [I1], [P18], [P29]. 

La elaborarea acestui capitol, autorul a adus o serie de contribuţii originale care vor fi 

enumerate în continuare: 

– Propun o nouă clasificare a receptoarelor trifazate şi anume în receptoare trifazate 

dezechilibrate, receptoare trifazate echilibrate şi receptoare trifazate extrem 

dezechilibrate. 

– Propun denumirea de impedanţă generalizată pentru impedanţa cu partea reală negativă. 

În literatura de specialitate am întâlnit denumirea de impedanţă ideală (a se vedea de 

exemplu lucrarea [P7] aparţinând lui E. Pavel), dar consider că denumirea de impedanţă 

generalizată este mai potrivită. 

– Introduc noţiunea de receptor extrem dezechilibrat real (REDR). 

– Propun utilizarea diagramelor energetice pentru puterile complexe aferente celor trei 

secvenţe (homopolară, directă, inversă) şi celor trei părţi ale receptorului trifazat (partea 

echilibrată, partea dezechilibrată şi impedanţa firului neutru). Aceste diagrame energetice 

permit ilustrarea cu claritate a circulaţiei interne de putere între aceste părţi ale 

receptorului. 

– Pun în evidenţă cele două cazuri cu existenţă fizică reală care se pot întâlni pentru 

receptorul dezechilibrat real (RDR), considerând circulaţia internă a puterilor active. 

– Efectuez un studiu amănunţit (pentru mai multe situaţii) al variaţiei raportului PdD / PdE 

funcţie de coeficienţii de dezechilibru ai impedanţelor kd şi ki, în cazul receptorului 

dezechilibrat real (RDR). Pentru evidenţierea cât mai sugestivă a variaţiei acestui raport, 

am realizat şi reprezentări 3D (tridimensionale) pentru mai multe valori ale impedanţei 

firului neutru. 
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2. RECEPTOARE DEZECHILIBRATE DISCRETE 

 

2.1. Definiţia receptorului dezechilibrat discret 

 

 Considerăm un receptor dezechilibrat m  - fazat  şi schema echivalentă în conexiunea stea 

(fig. 2.1). 

 

 

În fazele receptorului se găsesc impedanţele complexe Z1 , Z2 , . . . , Zm şi considerăm fazele 

distincte (discernabile). 

 Dacă aceste impedanţe sunt formate (prin înseriere) din impedanţe elementare (elemente 

fizice), vom numi receptorul m - fazat receptor dezechilibrat discret (RDD). [P19], [P23], [P30]. 

 Presupunem că avem n impedanţe elementare, anume µ clase de impedanţe elementare 

diferite, clasa j conţinând λj impedanţe identice , deci:  

λ
µ

j
j

n=
=
∑

1

     (2.1) 

Cele m faze distincte ale receptorului legat în stea conţin câte li impedanţe elementare , cu: 

l ni
i

m

=
∑ =

1

     (2.2) 

 Schema unui astfel de receptor dezechilibrat discret este dată in figura 2.2. 

 

 

Fig. 2.1 Receptor dezechilibrat m - fazat şi schema echivalentă în stea 
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Un astfel de receptor dezechilibrat discret îl vom numi de tipul n (l1, l2, ... , lm; λ1, λ2, ..., λµ). 

În cele ce urmează vom subînţelege că receptorii dezechilibraţi discreţi (RDD) pe care îi vom 

considera sunt de acest tip.  

 La transferul unor impedanţe elementare de pe o faza pe alta se obţin receptoare 

dezechilibrate diferite, care introduc diverse tipuri de dezechilibre în reţeaua din care fac parte. 

 În particular, unele din aceste receptoare pot fi echilibrate, dar acestea pot fi considerate 

cazuri limită de receptoare dezechilibrate, în conformitate cu punctul de vedere evidenţiat în  

capitolul  1. 

O problemă care se pune imediat este determinarea numărului de dezechilibre posibile, cu 

alte cuvinte a numărului receptorilor dezechilibraţi discreţi. 

Numărul receptorilor dezechilibraţi discreţi care pot exista este finit şi îl notăm : 

( ) ( )
( )u

m

n
lllnGRDDNN λλλ ,...,,

,...,,
21

21
==     (2.3) 

Pentru calcul numărului N = N (RDD) se utilizează metode din matematica discretă, mai 

exact, din combinatorică [P13], [P17]. 

 

 

2.2. Modelul matematic pentru receptorul dezechilibrat discret  

 

 Modelul matematic pentru receptorul dezechilibrat discret este bijecţia între două mulţimi 

multiple. [P15], [P23], [P30]. 

Considerăm două mulţimi finite X şi Y având acelaşi număr de elemente: | X | = | Y | = n , 

precum şi mulţimea bijecţiilor f : X � Y , mulţime pe care o notam YX . 

 Să considerăm o relaţie de echivalentă (ρ1) definită pe mulţimea X, care determină o partiţie 

a mulţimii X în µ clase de echivalenţă Xj conţinând câte λj elemente, adică | Xj | = λj, (j = 1, 2,…, 

µ). Elementele unei clase de echivalenţă vor fi denumite echivalente sau identice. La fel, 

 

Fig. 2.2 Schema unui receptor dezechilibrat discret (RDD) 
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considerăm o relaţie de echivalentă (ρ2) definită pe mulţimea Y, care determină o partiţie a mulţimii 

Y în m clase de echivalenţă, Yi conţinând câte li elemente, adică | Yi | = li, (i = 1, 2,…, m). 

 In acest fel , mulţimile X şi Y devin mulţimi multiple, adică mulţimi în care elementele se 

pot repeta. Utilizând aceasta terminologie, putem spune că mulţimea X conţine µ elemente distincte, 

elementul j repezându-se de λj ori ( j = 1, 2,…, µ ). Asemănător, pentru mulţimea Y ( fig. 2.3 ). 

 

Vom considera acum un grup G de permutări al mulţimii X şi anume produsul simplu (sau 

direct) al grupurilor simetrice de permutări ale elementelor claselor de echivalenţă din X [T5], [N2], 

[P15]. Acest grup se notează astfel:G S S S= × × ×λ λ λµ1 2
Κ şi se defineşte în felul următor: pentru 

orice α α λ∈ ∈ ∈G S x Xj jj
, , , avem : 

( ) ( )( ) ( )α α α α α αµx x xj j= =1 2, , , , ,Κ Κ          (2.4) 

( )j = 1 2, , ,Κ µ . 

Definiţia este consistentă. Într-adevăr, deoarece G este o submulţime finită a lui Sn, pentru ca 

G să fie un grup de permutări al mulţimii X (subgrup al grupului simetric Sn) este suficient să 

verificăm că pentru orice α, α′∈G ⇒ αα′∈G (am notat cu αα′ compunerea permutărilor α şi α′). 

Fie ( )α α α α αµ= 1 2, , , , ,Κ Κj  şi ( )′ = ′ ′ ′ ′α α α α αµ1 2, , , , ,Κ Κj . Pentru orice x ∈ Xj, avem 

conform definiţiei : ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )αα α α α α α α α α′ = ′ = ′ = ′ = ′x x x x xj j j j j . Se obţine deci : 

( )αα α α α α α α α αµ µ′ = ′ ′ ′ ′1 1 2 2, , , , ,Κ Κj j  şi se observă că αα′∈G. 

Prin urmare, G este un grup de permutări al mulţimii X. Am utilizat teorema de caracterizare 

a subgrupurilor finite [T5], [P33], [N2]. 

 Deci, prin permutările acestui grup, orice element x al mulţimii X este transformat într-un 

element care aparţine aceleiaşi clase de echivalenţă ca şi x. 

 Analog,considerăm şi grupul H de permutări al mulţimii Y: 

 

Fig. 2.3 Bijecţia între două mulţimi multiple 
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H S S Sl l lm
= × × ×

1 2
Κ  

Pentru orice β β∈ ∈ ∈H S y Yi l ii
, , ,avem: 

( ) ( )( ) ( )β β β β β βy y yi m i= =1 2, , , ,Κ Κ          (2.5) 

( )i m= 1 2, , ,Κ  

Deci, prin permutările acestui grup, orice element y al mulţimii Y este transformat într-un 

element care aparţine aceleiaşi clase de echivalenţă ca şi y. 

Se poate defini o relaţie de echivalenţă (ρ) pe mulţimea Yx, în modul următor: f1 ~ f2 dacă 

există α∈G şi β∈H astfel încât f2 = β f1 α. 

Să demonstrăm că relaţia astfel definită este o relaţie de echivalenţă pe mulţimea bijecţiilor 

f: X → Y, în raport cu grupurile G şi H de permutări. 

 Relaţia este reflexivă: f ~ f, deoarece f = ε2 f ε1, unde ε1∈G şi ε2 ∈H sunt permutările 

identice din cele două grupuri de permutări. 

 Relaţia este simetrică: f1 ~ f2 ⇒ f2 ~ f1. Într-adevăr, f2 = β f1 α conduce la f1 = β-1 f2 α-1, unde 

α-1∈G şi β-1∈H,ceea ce probează afirmaţia. 

 Relaţia este tranzitivă: f1 ~ f2 şi f2 ~ f3 ⇒ f1 ~ f3. Într-adevăr, din f2 = β f1 α şi f3 = β′ f2 α′ 

rezultă f f f3 1 1= ′ ′ = ′′ ′′β β αα β α , unde ′ = ′ ′ ∈β β β H  şi αα α′ = ′′ ∈G . 

 Relaţia (ρ) de echivalenţă determină o partiţie a mulţimii Y x în clase de echivalenţă. 

Numărul acestor clase de echivalenţă se notează astfel : 

    ( )
( )µλλλ=ρ ,,,n

l,,l,ln
x 21

m21
GY Κ

Κ          (2.6) 

Observăm că problema expusă mai sus este echivalentă cu problema definirii receptorului 

dezechilibrat discret (RDD). Considerăm n impedanţe elementare (µ clase de impedanţe, clasa j 

conţinând λj impedanţe identice, deci λ
µ

j
j

n=
=
∑

1

) şi m faze, faza i primind li impedanţe elementare 

înseriate, cu l ni
i

m

=
=
∑

1

. Se distribuie cele n impedanţe în cele m faze. Numărul de distribuiri posibile 

este : 

( )
( )µλλλ== ,,,n

l,,l,ln
21

m21
G)RDD(NN Κ

Κ          (2.7) 

Prin urmare, modelul matematic pentru receptorul dezechilibrat discret este bijecţia între 

două mulţimi multiple iar numărarea receptorilor dezechilibraţi discreţi (RDD) se reduce la 

numărarea  bijecţiilor între două mulţimi multiple [P15], [P30]. 
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De asemenea, observăm că relaţia de dezechilibru definită pe mulţimea receptorilor discreţi 

este o relaţie de echivalenţă iar clasele de dezechilibru sunt clasele de echivalenţă corespuzătoare. 

În simbolul general ( )
( )G

n l l l

n

m1 2

1 2

, , ,

, , ,

Κ

Κλ λ λ µ
, în cele două paranteze apar partiţii ale numărului 

natural n, cu alte cuvinte mulţimi multiple de numere naturale ale căror sume sunt n. Numărul 

partiţiilor numărului natural n se notează P(n) [T5], [T6], [T7]. 

 Ordinea indicilor din cele două paranteze nu are importanţă. Vom prefera aşezarea acestor 

indici în ordine descrescătoare, în ambele paranteze. Dacă în urma aplicării unor formule de calcul 

ajungem la indici nuli, aceştia trebuie eliminaţi. 

 Vom numi numărul n ordinul simbolului general definit mai sus. 

 Acest simbol general are o proprietate foarte importantă şi anume proprietatea de simetrie 

(sau de dualitate) [P13]. 

 Aceasta afirmă că avem întotdeauna următoarea egalitate: 

    ( )
( )

( )
( )G G

n l l l

n

n

n l l l

m

m

1 2

1 2

1 2

1 2

, , ,

, , ,

, , ,

, , ,

Κ

Κ

Κ

Κλ λ λ

λ λ λ
µ

µ
=          (2.8) 

Pentru a justifica această proprietate, considerăm la început un caz particular 

( )
( )

( )
( )G G

7 5 1 1
7 4 3

7 4 3
7 5 1 1 4

, ,
,

,
, ,= =            (2.9) 

Scriem una din distribuirile posibile de impedanţe elementare în faze, corespuzător 

membrului stâng al egalităţii: 

 

z1  z1  z1  z2  z2 z1 z2    (impedanţe)                            (2.10) 

1   1   1   1   1 2 3     (faze)  

 

Putem interverti rolul literelor cu indici cu al cifrelor şi presupune că 1, 2, 3 indică tipurile 

de impedanţe iar z1, z2 fazele.Rearanjăm perechile: 

 

1   1    1   2 1   1    3                                                               (2.11) 

z1  z1  z1  z1 z2  z2   z2  

 

Exact aceleaşi perechi apar în  (2.10) şi (2.11)  numai  că  au  fost  inversate  rândurile. Dar 

(2.11) poate fi interpretat ca reprezentând o distribuire a 5 impedanţe elementare de tipul 1,a unei 

impedanţe elementare de tipul 2 şi a unei impedanţe elementare de tipul 3 în fazele z1 şi z2 care 

cuprind 4 şi respectiv 3 impedanţe elementare. Dar aceasta este una dintre distribuirile de impedanţe 



58 Vasile Mircea Popa 

elementare în faze corespunzătoare membrului drept al egalităţii (2.9). Rezultă o corespondenţă 

biunivocă între cele două mulţimi de distribuiri de impedanţe în faze (deci de RDD) care vor avea 

acelaşi număr de elemente şi egalitatea (2.8) este justificată, deoarece procedeul expus rămâne 

evident valabil pe cazul general. 

 

 

2.3. Generalizare 
 

Să presupunem că avem k impedanţe elementare, anume µ clase de impedanţe elementare 

diferite, clasa j conţinând λj impedanţe identice, deci : 

 λ j
j

k

k
=
∑ =

1

          (2.12) 

Cele m faze distincte ale receptorului legat în stea pot conţine maximum câte li impedanţe 

elementare, cu: 

 l ni
i

m

=
∑ =

1

         (2.13) 

Numărul receptorilor dezechilibraţi discreţi care pot exista în aceste condiţii se notează: 

 ( )
( )G

n l l l

k

m1 2

1 2

, , ,

, , ,

Κ

Κλ λ λ µ
        (2. 14) 

unde avem :k n≤  [P13]. Pentru k n=  suntem în cazul definit la început, la paragraful 2.1. 

Modelul matematic pentru această situaţie este cel al injecţiei între două mulţimi multiple. 

In conformitate cu definiţia, dacă l1 > k putem scrie: 

 ( )
( )

( )
( )G G

n l l l

k

n l k k l l

k

m m1 2

1 2

1 2

1 2

, , ,

, , ,

, , ,

, , ,

Κ

Κ

Κ

Κλ λ λ λ λ λµ µ= − +        (2.15) 

ceea ce constituie o formulă de reducere a ordinului ( de la n la n - l1 + k ). 

 Simbolul (2.14) are o proprietate foarte importantă: 

 ( )
( )

( )
( )G G

n l l l

k

n l l l

n n k

m m1 2

1 2

1 2

1 2

, , ,

, , ,

, , ,

, , , ,

Κ

Κ

Κ

Κλ λ λ λ λ λµ µ= −
       (2.16) 

pe care o vom numi relaţia de complementaritate. Pe baza acestei relaţii, putem reduce cazul mai 

general prezentat în acest paragraf la cazul definit iniţial, în paragraful 2.1. 

 Pentru justificarea relaţiei (2.16), observăm că membrul stâng al relaţiei reprezintă numărul 

de distribuiri a k impedanţe elementare ( λ1, λ2,…, λµ ) în m faze, fiecare putând primi maximum l1, 

l2,…, lm impedanţe. Introducând o nouă categorie de impedanţe fictive ( în număr de n - k ), 

numărul de impedanţe elementare devine egal cu n, adică la fiecare distribuire se completează toate 
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locurile din faze ( semnificaţia simbolului din membrul drept ). Considerând noua categorie de 

impedanţe ca impedanţe nule în prima distribuire, rezultă că există o corespondenţă biunivocă între 

mulţimile celor două distribuiri, deci numărul lor este egal şi cu acesta proprietatea este justificată. 

 De asemenea, pe baza definiţiei se poate scrie următoarea relaţie: 

 ( )
( )

( )
( )G G

n l l l

k

k x x x

k

R
m m1 2

1 2

1 2

1 2

, , ,

, , ,

, , ,

, , ,

Κ

Κ

Κ

Κλ λ λ λ λ λµ µ= ∑        (2.17) 

unde R este mulţimea soluţiilor ecuaţiei: 

 x + x + +x = k1 2 mΚ          (2.18) 

în numere naturale,cu 0≤ ≤x li i , ( )i m= 1 2, , ,Κ . 

 Deoarece atât în relaţia (2.16) cât şi în relaţia (2.17) intervin simboluri de tipul celui definit 

iniţial în paragraful 2.1, rezultă că acest simbol este fundamental (cazul standard ). 

 

 

2.4. Calculul numărului N(RDD) 

 

 Autorul acestei teze a elaborat patru metode pentru calculul numărului N(RDD). Acestea 

sunt : 

1. Metoda enumerării 

2. Metoda polinoamelor de tip Newton 

3. Metoda de recurenţă 

4. Metoda reducerii ordinului 

Vom prezenta in continuare aceste metode. 

 

 

2.5. Metoda enumerării 

 

 Aceasta metodă, expusă în lucrările [P17], [P19], [P23], [P31] se bazează pe observaţia că 

numărul N este egal cu numărul soluţiilor sistemului: 

 

x j

x l i m

ji j
i

m

ji i
j

m

= =

= =













=

=

∑

∑

λ µ
1

1

1 2

1 2

; , , ,

; , , ,

Κ

Κ
        (2.19) 

unde λ j i jil x, ;> ≥0 0  sunt numere naturale. 
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 Acest sistem are µm necunoscute şi µ + m - 1 ecuaţii independente. (datorită condiţiei 

∑∑
==

==λ
m

1i
i

k

1j
j nl ). Prin urmare, gradul de nedeterminare al sistemului este : 

 ( ) ( )( )µ µ µm m m− + − = − −1 1 1         (2.20) 

 Se observă că numărul N reprezintă de asemenea numărul matricilor cu µ linii şi m coloane, 

conţinând numere naturale, la care sumele liniilor, respectiv ale coloanelor sunt impuse: 

n l1        l2    …    lm  

λ1 

λ2 

. 

. 

. 
λµ 

x11      x12   …    x1m 

x21      x22   …    x2m  

. 

. 

. 
xµ1      xµ2    … xµm 

 

 

                                                  (2.21) 

 

 Metoda  enumerării  aplicată “manual” constă  în  construirea  efectivă  a matricilor  de  tipul 

(2.21) şi numărarea lor. Este evident că pentru n mare aceasta variantă este total nepractică. 

 Pe baza metodei enumerării s-a realizat un program de calculator (numit programul RDD) 

care generează sistematic matrici de tipul (2.21) şi în final dă numărul acestor matrici. Programul pe 

calculator va fi prezentat in paragraful 2.9. 

 În continuare vom considera un caz particular şi anume vom determina numărul receptorilor 

dezechilibraţi discreţi de tipul 7 (3, 2, 2; 4, 3). 

 Construind sistematic toate matricile posibile de tipul (2.21) obţinem: 

 

7 3 2 2  7 3 2 2  7 3 2 2 

4 0 2 2  4 1 2 1  4 2 2 0 

3 3 0 0  3 2 0 1  3 1 0 2 

 

 

7 3 2 2  7 3 2 2  7 3 2 2 

4 1 1 2  4 2 1 1  4 3 1 0 

3 2 1 0  3 1 1 1  3 0 1 2 
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7 3 2 2  7 3 2 2 

4 2 0 2  4 3 0 1 

3 1 2 0  3 0 2 1 

 

 Prin urmare, avem: ( )G
7 3 2 2
7 4 3 8

, ,
( , ) = . 

 Receptorii dezechilibraţi discreţi corespuzători sunt reprezentaţi în continuare (fig. 2.4) 

 

 

2.6. Metoda polinoamelor de tip Newton 

 

 Această metodă a fost expusă iniţial în lucrările [P15], [P17], [P19], [P23]. Înainte de a 

prezenta metoda pe cazul general, vom considera un caz particular şi anume calculul numărului 

( )G3 1 1 1
3 2 1

, ,
( , ) . Prin urmare, trebuie să calculăm în câte moduri se pot distribui 3 impedanţe elementare 

(două de o clasă şi una de altă clasă) în trei faze, fiecare fază primind o impedanţă elementară. 

 Să presupunem că fiecare fază ar putea primi toate cele trei impedanţe elementare. Atunci, 

primele două impedanţe elementare se pot plasa amândouă în prima fază, în a doua, în a treia, o 

impedanţă elementară în prima fază şi a doua în a doua, în prima şi în a treia sau în a doua şi a treia. 

Acestor posibilităţi de distribuire a primelor două impedanţe elementare le putem ataşa polinomul 

omogen şi simetric de trei variabile : 

 P y y y y y y y y y2 1
2

2
2

3
2

1 2 1 3 2 3= + + + + +  

 

Fig. 2.4 Schemele receptorilor dezechilibraţi discreţi de tipul 7 (3, 2, 2; 4, 3) 



62 Vasile Mircea Popa 

Gradul polinomului este dat de numărul de impedanţe elementare de aceeaşi clasă (2) iar 

numărul de variabile, de numărul de faze (3). Fiecare monom corespunde unei distribuiri. 

La fel, a treia impedanţă elementară se poate plasa în faza întâi, a doua sau a treia. Scriem 

polinomul ataşat : 

 P y y y1 1 2 3= + +  

Fiecărei distribuiri a impedanţelor elementare din prima clasă i se poate ataşa o distribuire a 

impedanţei elementare din cealaltă clasă, totalitatea distribuirilor care rezultă reprezentându-se prin 

produsul celor două polinoame: 

 P P y y y y y y y y y y y y y y y y y y2 1 1
3

2
3

3
3

1
2

2 1
2

3 2
2

3 1 2
2

1 3
2

2 3
2

1 2 32 2 2 2 2 2 3⋅ = + + + + + + + + +

Coeficientul unui monom arată de câte ori apare el în polinomul final, deci câte distribuiri de tipul 

respectiv sunt posibile. In cazul nostru, fiecare fază primeşte o impedanţă elementară, deci 

distribuirile sunt de tipul y1y2y3. Numărul de distribuiri posibile este deci 3 .Exponentul unei 

variabile arată câte impedanţe elementare sunt în faza reprezentată de variabila respectivă. 

O simplificare remarcabilă a calculelor se poate face considerând reprezentarea 

polinoamelor simetrice şi omogene prin sumele variabilelor de aceaşi putere (relaţii tip Newton 

[K8]). 

Astfel, notând: 

x y y y1 1 2 3= + + ; x y y y2 1
2

2
2

3
2= + +  

avem : 

 P x1 1= ;  ( )P x x2 1
2

2

1

2
= +  

   ( )P P P x x x= ⋅ = +1 2 1
3

1 2

1

2
 

   ( ) ( )( )[ ]P y y y y y y y y y= + + + + + + +
1

2 1 2 3

3

1 2 3 1
2

2
2

3
2  

Cu formula multinomului [T5] extragem coeficientul monomului y1y2y3: 

 N = ⋅ =
1

2

3

1 1 1
3

!

! ! !
 

Metoda expusă se poate aplica evident pe cazul general. Deci, pentru calculul numărului 

 ( )
( )N N R D D G

n l l l

n

m
= =( )

, , ,

, , ,

1 2

1 2

Κ

Κλ λ λ µ
 

se procedează astfel: 

a ) Se calculează polinomul: 

 P P P P= ⋅ ⋅ ⋅λ λ λµ1 2 Κ          (2.22)  
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unde ( )jjj xxxPP λλλ ,,, 21 Κ=  este polinomul de tip Newton, de grad λj în λj variabile. 

 Deci, ( )P P x x x= 1 2, , ,Κ λ  va avea gradul λ
µ

j
j

n=
=
∑

1

 şi λ variabile, unde 

( )λ λ λ λµ= max , ,1 2 Κ . 

b ) Se înlocuieşte în P: 

     x y y ym1 1 2= + + +Κ  

     x y y ym2 1
2

2
2 2= + + +Κ       (2.23) 

- - - - - - - - - - - - - - 

x y y ymλ
λ λ λ= + + +1 2 Κ  

c ) Se calculează cu formula multinomului coeficientul monomului y y yl l
m
lm

1 2
1 2 Κ  din dezvoltarea 

lui P, care va fi chiar numărul căutat. 

Polinomul simetric de m variabile y y ym1 2, , ,Κ  şi omogen de gradul n este dat de relaţia: 

 P y y yn i i i
i i m

n

n

=
≤ ≤ ≤ ≤
∑ 1 2

11

...
...

     (2.24) 

 De asemenea, el se poate exprima prin relaţia: 

P y y yn m
R

m=∑ 1 2
1 2α α αΚ      (2.25) 

unde R este mulţimea soluţiilor în numere naturale ale ecuaţiei: 

α α α1 2+ + + =Κ m n      (2.26) 

Această ecuaţie are R cm
n=  soluţii ( combinări cu repetiţie ). 

 Polinomul Pn se poate exprima in funcţie de x x xn1 2, , ,Κ ,unde : 

x yj i
j

i m

=
≤ ≤
∑

1

 ( )j n= 1 2, , ,Κ     (2.27) 

având următoarea formă [1] : 

 P
k k n k

x x xn k k k
n

k

k k nk n
k k k

k
n
k

n

n

n

n=
+ + =

≥

∑
1

1 21 2

1

1 2

1 2

2

1 2

1
2

0

2
! ! !

, , ,

Κ
Κ

Κ
Κ

  (2.28) 

Numărul de termeni din sumă este P(n), adică numărul de moduri diferite de a scrie pe n ca 

o sumă de numere naturale, în care ordinea termenilor nu are importanţă (sau numărul partiţiilor 

numărului natural n). 

Putem demonstra relaţia (2.28) construind funcţia generatoare: 

 ( )G z P z P z P zn
n

n= + + + =
≥
∑1

1 2
2

0

Κ   (2.29) 
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Folosind regulile de înmulţire a seriilor, obţinem: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )G z y z y z y z y z
y z y z

m m

m

= + + + + + + =
− −

1 1
1

1 1
1 1

2 2 2 2

1

Κ Κ Κ
Κ

  (2.30) 

Deci: 

 ( )ln ln lnG z
y z y z

y z

k

y z

k

x z

km

k k

k

m
k k

k

k
k

k

=
−

+ +
−

= + + =
≥ ≥ ≥
∑ ∑ ∑

1

1

1

11

1

1 1 1

Κ Κ   (2.31) 

 Calculăm din nou dezvoltarea în serie de puteri a lui G(z) : 

( ) ( )

n

n
kkk

nnkkk n
k

k
n

k

k

k

k

k

k
k

k

k
kzG

z
k

x

k

x

k

x

zxzxzx
zx

k

zx

k

zx
ezG

n

n

n

n

∑ ∑

∏∑

≥
≥

=+++

≥≥

















⋅=

=







+

⋅
++








+++==








==

0
0,,,

2 2

2

1

1

2

42
2

2
2

22
1

1
11

ln

21

21

2

2

1

1

!2!2!1

!222
1

!2
1expexp

Κ
Κ

Λ

ΚΚΚ

    (2.32) 

Din relaţiile (2.29) şi (2.32) rezultă (2.28). 

Aplicând formula generală (2.28) se obţin uşor primele opt polinoame de tip Newton: 

P x1 1=                (2.33) 

( )P x x2 1
2

2

1

2
= +               (2.34) 

( )P x x x x3 1
3

1 2 3

1

6
3 2= + +              (2.35) 

( )P x x x x x x x4 1
4

1
2

2 1 3 2
2

4

1

24
6 8 3 6= + + + +            (2.36) 

( )P x x x x x x x x x x x x5 1
5

1
3

2 1 2
2

1
2

3 2 3 1 4 5

1

120
10 15 20 20 30 24= + + + + + +         (2.37) 

P x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x

6 1
6

1
2

2
2

1
4

2 2
3

1
3

3 1 2 3 3
2

1
2

4

2 4 1 5 6

1

720
45 15 15 40 120 40 90

90 144 120

= + + + + + + + +

+ + +

(

)
     (2.38) 

P x x x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x x x

7 1
7

1
5

2 1
3

2
2

1 2
3

1
4

3 2
2

3 1
2

2 3 1 3
2

1
3

4 1 2 4 3 4 1
2

5 2 5 1 6 7

1

5040
21 105 105 70 210 420 280

210 630 420 504 504 840 720

= + + + + + + + +

+ + + + + + +

(

)
      (2.39) 

P x x x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x

8 1
8

1
6

2 1
4

2
2

1
2

2
3

2
4

1
5

3 1
3

2 3 1 2
2

3

1
2

3
2

2 3
2

1
2

2 4 1
4

4 2
2

4 1 3 4 4
2

1 2 5 1
3

5 3 5 1
2

6 2 6

1

40320
28 210 420 105 112 1120 1680

1120 1120 2520 420 1260 3360 1260

4032 1344 2688 3360 3360

= + + + + + + + +

+ + + + + + + +

+ + + + +

(

+ +5760 50401 7 8x x x )

     (2.40) 

Polinoamele de tip Newton se pot calcula şi cu ajutorul unei formule de recurenţă [R9]. 

Notând: 
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P
i

Ci i=
1

!
      ( i = 0, 1, 2,…) (2.41) 

există următoarea formulă de recurenţă: 

C A x Cn n
k

k n k
k

n

+ + −
=

=∑1 1
0

         (2.42) 

unde prin convenţie vom considera P C0 0 1= = . 

 Facem observaţia că aplicând metoda de numărare Pólya - de Bruijn [T5], [T6] în cazul 

problemei noastre, se obţine în fond metoda de calcul expusă mai sus. Polinoamele P jλ  apar ca 

polinoamele indicatoare de cicluri pentru pentru grupurile simetrice de permutări. 

 Vom calcula prin metoda polinoamele de tip Newton numărul ( )
( )N G=

6 3 2 1
6 4 1 1

, ,
, , . 

Avem: 

 P P P= ⋅4 1
2  

   ( )P x x x x x x x x x= + + + +
1

24
6 8 3 61

6
1
4

2 1
3

3 1
2

2
2

1
2

4  

Înlocuim: 

   x y y y1 1 2 3= + + ;  

   x y y y2 1
2

2
2

3
2= + + ;  

   x y y y3 1
3

2
3

3
3= + + ;  

   x y y y4 1
4

2
4

3
4= + + ;  

P y y y y y y y y y y y y y y y

y y y y y y y y y y y y

= + + + + + + + + + + + + +

+ + + + + + + + + +

1

24
6 8

3 6

1 2 3
6

1 2 3
4

1
2

2
2

3
2

1 2 3
3

1
2

2
2

3
2

1 2 3
2

1
2

2
2

3
2 2

1 2 3
2

1
4

2
4

3
4

[( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )]
 

Calculăm coeficientul monomului y y y1
3

2
3

3  : 

N = + +





 + ⋅ + ⋅ ⋅









 =

1

24

6!

3 2 1
6

4

1 2 1

4

3 0!1
8

3

0!2 1
3

2

1 0!1
2 8

! ! !

!

! ! !

!

! !

!

! !

!

! !
 

 

2.7. Metoda de recurenţă 

 

Numărul claselor de dezechilibru pentru receptorii dezechilibraţi discreţi se poate determina 

şi cu ajutorul unor formule de recurenţă. Acestea permit calculul numărului N(RDD) de ordin n cu 

ajutorul unor numere N(RDD) de ordine mai mici [P32]. 
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Formulele de recurenţă se deduc uşor, pornind de la definiţia numărului N(RDD). Prin 

ordonarea descrescătoare a indicilor superiori şi inferiori şi utilizarea proprietăţii de simetrie facem 

ca: 

 ( )µµ λλλλ ,,,,,,,min 2121 ΚΚ mlll=      (2.43) 

a)  dacă λµ = 1, avem: 

 ( )
( )

( )
( )G Gn l l l

n

n l l l l

n

R
m i m1 2

1 2

1 2

1 2 1

1 1

1

, , ,

, , ,

, , , , ,

, , ,

Κ
Κ

Κ Κ
Κλ λ λ λ λ λµ µ= − −

− −∑        (2.44) 

unde R este mulţimea soluţilor ecuaţiei: 

 x x x m1 2 1+ + + =Κ          (2.45) 

în numere naturale, cu ( )0 1 1 2≤ ≤ =x i mi , , , ,Κ . 

Numărul soluţiilor acestei ecuaţii este: 

   R c mm= =1   (combinări cu repetiţie)       (2.46) 

b) Dacă λµ = 2 , avem:  

 ( )
( )

( )
( )G Gn l

n

n l

n

R
m i m1 2

1 2

1 2

1 2 1

2 2

2

, l , , l

, , ,

, l , , l , , l

, , ,

Κ
Κ

Κ Κ
Κλ λ λ λ λ λµ µ= − −

− −∑       (2.47) 

unde R este mulţimea soluţiilor ecuaţiei: 

 x x xm1 2 2+ + + =Κ          (2.48) 

în numere naturale, cu ( )0 2 1 2≤ ≤ =x i mi , , , ,Κ . 

Numărul soluţiilor acestei ecuaţii este: 

 
( )

R c
m m

m= =
+2 1

2
         (2.49) 

c) Dacă λµ = 3 , avem: 

 ( )
( )

( )
( )G Gn l l l

n

n l l l l

n

R
m i m1 2

1 2

1 2

1 2 1

3 3

3

, , ,

, , ,

, , , , ,

, , ,

Κ
Κ

Κ Κ
Κλ λ λ λ λ λµ µ= − −

− −∑       (2.50) 

unde R este mulţimea soluţiilor ecuaţiei: 

 x x x m1 2 3+ + + =Κ          (2.51) 

în numere naturale, cu ( )0 3 1 2≤ ≤ =x i mi , , , ,Κ . 

Numărul soluţiilor acestei ecuaţii este: 

 
( )( )

R c
m m m

m= =
+ +3 1 2

6
        (2.52) 
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Lista acestor formule de recurenţă poate fi continuată, dar aplicarea lor devine tot mai 

grea,datorită creşteri lui R . 

Foarte simplă şi avantajoasă este aplicarea primelor două formule de recurenţă, deci pentru 

λµ = 1 şi λµ = 2 . 

 Vom ilustra metoda prin două exemple. 

 

Exemplul 1 

Să se calculeze numărul ( )
( )N G=

10 3 3 2 2
10 4 3 2 1

, , ,
, , ,  

Aplicând  formula ( 2.44 ) obţinem: 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )N G G G G G G= + + + = ⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅ =

9 2 3 2 2
9 4 3 2

9 3 2 2 2
9 4 3 2

9 3 31 2
9 4 3 2

9 3 3 2 1
9 4 3 2

9 3 2 2 2
9 4 3 2

9 3 3 2 1
9 4 3 22 2 2 109 2 87 392

, , ,
, ,

, , ,
, ,

, , ,
, ,

, , ,
, ,

, , ,
, ,

, , ,
, ,  

Exemplul 2 

Să se calculeze numărul ( )
( )N G=

10 4 2 2 2
10 3 3 2 2

, , ,
, , ,  

Aplicând formula ( 2.47 ) obţinem: 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

N G G G G G

G G G G G

= + + + + +

+ + + +
8 2 2 2 2
8 3 3 2

8 4 0 2 2
8 3 3 2

8 4 2 0 2
8 3 3 2

8 4 2 2 0
8 3 3 2

8 3 1 2 2
8 3 3 2

8 3 2 1 2
8 3 3 2

8 3 2 2 1
8 3 3 2

8 4 1 1 2
8 3 3 2

8 4 1 2 1
8 3 3 2

8 4 2 1

, , ,
, ,

, , ,
, ,

, , ,
, ,

, , ,
, ,

, , ,
, ,

, , ,
, ,

, , ,
, ,

, , ,
, ,

, , ,
, ,

, ,( )
( )

,
, ,

1
8 3 3 2

 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )N G G G G= + ⋅ + ⋅ + ⋅ = + ⋅ + ⋅ + ⋅ =

8 2 2 2 2
8 3 3 2

8 4 2 2
8 3 3 2

8 3 2 2 1
8 3 3 2

8 4 2 1 1
8 3 3 23 3 3 88 3 29 3 69 3 45 517

, , ,
, ,

, ,
, ,

, , ,
, ,

, , ,
, ,

 

Este evident că aplicarea metodei de recurenţă pentru N(RDD) presupune cunoaşterea 

valorii unor astfel de numere de ordine inferioare ( n-1, n-2, … ). 

 

 

2.8. Metoda reducerii ordinului 

 

Să considerăm simbolul general: 

 ( )
( )N N R D D G n l l l

n

m
= =( ) , , ,

, , ,

1 2

1 2

Κ
Κλ λ λ µ

 

Dacă l n1 1+ >λ , putem scrie: 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )G G G Gn l l l

n

n l l l

n

n l n l l

n

n l n l l

n l n l

m m m m1 2

1 2

1 2

1 2

1 1 1 2

1 2

1 1 1 2

1 1 1 2

2 2

2

, , ,

, , ,

, , ,

, ,

, , ,

, ,

, , ,

, , ,

Κ
Κ

Κ
Κ

Κ
Κ

Κ
Κλ λ λ λ λ λ

λ λ
λ λ λ

λ λ
λ λ λµ µ µ µ= = =−

− − −
−

− − −
− − −

 

( am aplicat formulele 2.15 şi 2.16 ). 

Observăm că dacă l n1 1+ >λ  se obţine reducerea ordinului cu relaţia: 
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 ( )
( )

( )
( )µµ λλλ

λλ
λλλ ,,,2

,,,2
,,,

,,,
2111

2111

21

21

Κ
Κ

Κ
Κ

lnln
llnln

n
llln mm

GG −−−
−−−=         (2.53) 

Să analizăm acum cazurile când l n1 1+ ≤λ .Să presupunem că l1 1≥ λ  

Considerăm matricile (2.21) în care sumele laturilor şi coloanelor sunt impuse. Numărul 

acestor matrici este chiar N(RDD). 

n l1 l2 …. lm  

λ1 x11 x12 …. x1m  

λ2 x21 x22 …. x2m                                                            (2.54) 

. 

. 

. 
  ….   

λµ xµ1 xµ2 …. xµm  

 

Separăm linia întâi şi coloana întâi. Elementele de pe aceasta linie şi această coloană rezultă 

la fiecare completare a matricii rămase de dimesiuni ( )( )µ − −1 1m  cu numere naturale. 

Să notăm cu S suma elementelor acestei matrici (“valoarea” matricii): 

 S xji
i

m

j

=
==
∑∑

22

µ

 (2.55) 

Putem scrie: 

 x S l x x n11 1 11 1 11+ + − + − =λ  

deci: 

  x S l n11 1 1= + + −λ          (2.56) 

 Impunem condiţiile: 

  ( )0 11 1 1 1≤ ≤ =x lmin ,λ λ            (2.57) 

 Rezultă: 

n l S n l− − ≤ ≤ −1 1 1λ             (2.58) 

a) Dacă l n1 1+ =λ , avem x S11 =  

  0 1 1≤ ≤ − =S n l λ             (2.59) 

 Notând cu Gn simbolul general de ordinul n ((2.3), notaţie prescurtată) şi cu Nν  numărul de 

moduri în care matricea redusă (µ - 1)(m - 1) ia valoarea ν, putem scrie: 

    G N N N N Nn n l= + + + + + −0 1 2 3 1
Κ         (2.60) 

b) Dacă l n1 1 1+ = −λ , avem x S11 1= −  

    1 11 1≤ ≤ − = +S n l λ           (2.61) 
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    G N N N Nn n l= + + + + −1 2 3 1
Κ         (2.62) 

c) Dacă l n1 1 2+ = −λ , avem x S11 2= −  

  2 21 1≤ ≤ − = +S n l λ          (2.63) 

  G N N Nn n l= + + + −2 3 1
Κ          (2.64) 

d) Dacă l n1 1 3+ = −λ , avem x S11 3= −  

  3 31 1≤ ≤ − = +S n l λ           (2.65) 

  G N Nn n l= + + −3 1
Κ           (2.66) 

 Fie simbolurile: 

   ( )
( )G G

n l l l

n

n
m1 2

1 2

, , ,

, , ,

Κ

Κλ λ λ µ =         (2.67) 

   ( )
( )G G

n l l l

n

n
m− −

− −
−=

1 1

1 1

1
1 2

1 2

, , ,

, , ,

Κ

Κλ λ λ µ
       (2.68) 

   ( )
( )G G

n l l l

n

n
m− −

− −
−=

2 2

2 2

2
1 2

1 2

, , ,

, , ,

Κ

Κλ λ λ µ
       (2.69) 

  ( )
( )G G

n l l l

n

n
m− −

− −
−=

3 3

3 3

3
1 2

1 2

, , ,

, , ,

Κ

Κλ λ λ µ
       (2.70) 

  ( )
( )G G

n l l l

n

n
m− −

− −
−=

4 4

4 4

4
1 2

1 2

, , ,

, , ,

Κ

Κλ λ λ µ
       (2.71) 

A) În ipoteza : l n1 1+ =λ ,avem: 

( ) ( ) ( ) 112211 1111 −−=−=−+=−+− nnll λλ  

      ( ) ( ) ( ) 224422 1111 −−=−=−+=−+− nnll λλ   

      ( ) ( ) ( ) 336633 1111 −−=−=−+=−+− nnll λλ  

                 ( ) ( ) ( ) 448844 1111 −−=−=−+=−+− nnll λλ  

Putem scrie: 

Gn   = N0 + N1 + N2 + N3 + N4 + . . . + Nn-l1 

Gn-1 =         N1 + N2 + N3 + N4 + . . . + Nn-1-(l1-1)  

Gn-2 =                 N2 + N3 + N4 + . . . + Nn-2-(l1-2)  

Gn-3 =                         N3 + N4 + . . . + Nn-3-(l1-3)  

Gn-4 =             N4 + . . . + Nn-4-(l1-4)  

Rezultă: 

Gn = Gn-1 + N0            (2.72) 

 Gn = Gn-2 + N0 + N1           (2.73) 

 Gn = Gn-3 + N0 + N1 + N2          (2.74) 
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 Gn = Gn-4 + N0 + N1 + N2 + N4         (2.75) 

B) În ipoteza : l n1 1 1+ = −λ , avem: 

  ( ) ( ) ( )l l n n1 1 1 11 1 2 3 1 2− + − = + − = − = − −λ λ  

      ( ) ( ) ( )l l n n1 1 1 12 2 4 5 2 3− + − = + − = − = − −λ λ  

      ( ) ( ) ( )l l n n1 1 1 13 3 6 7 3 4− + − = + − = − = − −λ λ  

  Putem scrie: 

Gn   = N1 + N2 + N3 + N4 + . . . + Nn-l1 

Gn-1 =          N2 + N3 + N4 + . . . + Nn-1-(l1-1)  

Gn-2 =                  N3 + N4 + . . . + Nn-2-(l1-2)  

Gn-3 =                        N4 + . . . + Nn-3-(l1-3)  

Rezultă: 

Gn = Gn-1 + N1            (2.76) 

 Gn = Gn-2 + N1 + N2           (2.77) 

Gn = Gn-3 + N1 + N2 + N3          (2.78) 

C) În ipoteza :   l n1 1 2+ = −λ , avem: 

( ) ( ) ( )l n n1 11 1 4 1 3− + − = − = − −λ  

      ( ) ( ) ( )l n n1 12 2 6 2 4− + − == − = − −λ  

Putem scrie: 

   G N N N Nn n l= + + + + −2 3 4 1
Κ  

G N N Nn n l− − − −= + + +1 3 4 1 11
Κ ( )  

   G N Nn n l− − − −= + +2 4 2 21
Κ ( )  

Rezultă: 

G G Nn n= +−1 2           (2.79) 

   G G N Nn n= + +−2 2 3          (2.80) 

D) În ipoteza :   l n1 1 3+ = −λ , avem: 

     ( ) ( ) ( )l n n1 11 1 5 1 4− + − == − = − −λ  

Putem scrie: 

   G N N Nn n l= + + + −3 4 1
Κ  

G N Nn n l− − − −= + +1 4 1 11
Κ ( )  
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Rezultă: 

G G Nn n= +−1 3          (2. 81) 

Vom calcula acum numerele Nν , ( ν = 0, 1, 2, 3 ). 

Numărul Nν arată în câte moduri matricea redusă (µ - 1) (m - 1) ia valoarea ν. 

 În simbolul general standard: 

 ( )
( )G

n l l l

n

m1 2

1 2

, , ,

, , ,

Κ

Κλ λ λ µ
 

prin aplicarea proprietăţii de simetrie facem ca l1 1≥ λ . Indicii inferiori şi superiori sunt în ordine 

descrescătoare: 

 λ λ λµ1 2≥ ≥ ≥Κ  

 l l lm1 2≥ ≥ ≥Κ  

În mulţimea numerelor:λ λ λµ2 3, , ,Κ  notăm cu: 

 α1 : numărul cifrelor 1 

 α2 :numărul cifrelor 2 

 .  
 . 
 .  
 αν-1 : numărul cifrelor ν-1 

 αν : numărul cifrelor ν sau mai mari decât ν 

Deci putem scrie:α α α µν1 2 1+ + + = −Κ  

Obţinem expresiile: 

 10 =N                (2.82) 

 N m1 1 1= − −( )( )µ              (2.83) 

 ( )
( )

( )
( )1,12

,,
222

,,
1

2 2112212 mm lllnllln GCGCN ΚΚ −+− ⋅+⋅= ααα  

 ( )
( )

( )
( )2,1,1

,,
2,2

,,22
11

21

11

21 2

)2)(1( −−−
−

−−−
− ⋅−−+⋅= lnln

llln
lnln
llln mm

GGN ΚΚ
µµα       (2.84) 

( )
( )

( )
( )

( )
( )1,1,1 3  

,,
3  2,1 3  

,,
1  

1
1  3 3  

,,
1  

3 211232112323213 mmm lllnlllnllln GCGCCGCN ΚΚΚ −++−−+++− ⋅+⋅⋅+⋅= ααααααααα  

 ( ) ( ) ( )3,1,1,1
),...,(

3,1,2
),...,(23

3,3
),...,(33

11

21

11

21

11

21 6

)3)(2)(1(
)2)(( −−−

−
−−−

−
−−−

−
−−−+⋅−++⋅= lnln

llln
lnln

llln
lnln
llln mmm

GGGN
µµµµααα      (2.85) 

 Lista relaţiilor expuse mai sus poate fi extinsă, dar expresiile lui Nν  pentru ν ≥ 4 se 

complică simţitor. 
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 Metoda reducerii ordinului constă în aplicarea uneia dintre relaţiile (2.72) . . . (2.81) şi a 

expresiilor pentru Nν , (2.82) . . . (2.85). 

 Vom ilustra metoda prin câteva exemple. 

Exemplul 1 

Să se calculeze numărul ( )
( )N G=

10 6 2 1 1
10 4 3 2 1

, , ,
, , ,  

Aplicând formulele (2.72) şi (2.82) avem: 

 ( )
( )N G N= + = + =

9 5 2 2 1
9 3 3 2 1

0 105 1 106
, , ,
, , ,  

Exemplul 2 

Să se calculeze numărul  ( )
( )1,2,3,410

1,2,2,510GN =  

Aplicând formulele (2.76) şi (2.83) avem: 

 ( )
( )N G N= + = + =

9 4 2 2 1
9 3 3 2 1

1 188 9 197
, , ,
, , ,  

Exemplul 3 

Să se calculeze numărul ( )
( )N G=

10 4 2 2 2
10 4 3 2 1

, , ,
, , ,  

Aplicând formulele (2.78) avem: 

 ( )
( )N G N= +

9 3 2 2 2
9 3 3 2 1

2, , ,
, , ,  

Pentru a calcula numărul N2 , aplicăm formula (2.84), unde α α1 21 2= =, . 

 ( )
( )

( )
( )N G G2 6 2 2 2

6 2 4
6 2 2 2
6 1 1 42

3 2

2
2 6 3 9 39= ⋅ +

⋅
⋅ = ⋅ + ⋅ =

, ,
,

, ,
, ,  

Obţinem: 

N=295+39=334 

Exemplul 4 

Să se calculeze numărul ( )
( )N G=

10 4 2 2 2
10 3 3 2 2

, , ,
, , ,  

Aplicând formulele (2.81) avem: 

 ( )
( )N G N= +

9 3 2 2 2
9 2 3 2 2

3, , ,
, , ,  

Pentru a calcula numărul N3 , aplicăm formula (2.84), unde α α α1 2 30 2 1= = =, , . 

( )
( )

( )
( )

( )
( ) 121241567

6

123
23 3,1,1,16

2,2,26
3,1,26
2,2,26

3,36
2,2,263 =+⋅+=⋅⋅⋅+⋅⋅+= GGGN  

Obţinem: 

N=396+121=517 
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Acest număr a fost calculat anterior prin metoda recurenţei, rezultatul obţinut fiind evident 

acelaşi. 

Ca şi la metoda de recurenţă, metoda reducerii ordinului pentru calculul numărului N(RDD) 

presupune cunoaşterea valorii unor astfel de numere de ordine inferioare. 

 

 

 

 

2.9. Program de calculator RDD 

 

 Pentru valori mari ale lui n, calculul numărului N(RDD) prin metodele expuse anterior este 

dificil. Pe baza metodei enumerării  s-a elaborat un program de calculator care generează sistematic 

matrici de tipul (2.54) şi în final dă numărul acestor matrici. Problema se reduce la determinarea 

matricilor reduse de dimensiuni µ-1 şi m-1, în care variabilele xji iau valori naturale cuprinse între 0 

şi o valoare maximă iar suma lor este mai mare sau egală decât numărul n - l1 - λ1 (a se vedea relaţia 

2.58). 

 Putem scrie: 

  ( )0 2 3 1 2 3 1≤ ≤ − − − − − − − −− −x x x x l x x xji j j j j i i i i j imin ;, ,λ Κ Κ       (2.86) 

  S x n lji
i

m

j

= ≥ − −
==
∑∑ 1 1

22

λ
µ

           (2.87) 

cu referire a matricea: 

    M

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

i m

i m

j j ji jm

i m

=



























22 23 2 2

32 33 3 3

2 3

2 3

Κ Κ
Κ Κ

Μ
Κ Κ

Μ
Κ Κµ µ µ µ

       (2.88) 

Programul de calculator RDD generază sistematic toate matricile de tipul (2.88) în care 

variabilele xji verifică relaţiile (2.86) şi (2.87). Fiecare dintre cele (µ - 1)(m - 1) variabile ia valori 

între 0 şi valoarea maximă respectivă şi anume xµm variază cel mai rapid iar x22 cel mai lent (se 

parcurg în sens invers liniile matricii). 

 Numărul matricilor reduse de tipul (2.88) coincide cu numărul matricilor (2.54) şi este deci 

chiar N(RDD). 
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 Programul RDD permite obţinerea numerelor N(RDD) în timpi variind de la o fracţiune de 

secundă la câteva minute, în cazul valorilor mari (de ordinul milioanelor). 

 Listingul programului RDD este prezentat în anexele prezentei lucrări. 

 

 

 

 

 

2.10 Rezultatele numerice obţinute 

 

 Utilizând metodele de calcul prezentate,respectiv programul de calculator RDD, s-au obţinut 

următoarele rezultate (n = 1, 2,…, 10). Tabelele conţin numerele claselor de dezechilibru pentru 

receptori dezechilibraţi discreţi de tipul n (l1, l2, …, lm ; λ1, λ2,…, λµ). Numărul n este notat în colţul 

din stânga-sus al fiecărui tabel. Indicii inferiori sunt marcaţi în partea stângă a tabelelor, sub forma 

(l1, l2, …, lm). Indicii superiori sunt marcaţi în partea superioară a tabelelor, sub forma (λ1, λ2,…, 

λµ). La intersecţia liniei şi a coloanei respective se citeşte numărul N = N(RDD). 

 Tabelele sunt exhaustive şi prezintă simetrie faţă de diagonala principală, datorită 

proprietăţii de simetrie. 

 Numerele N = N(RDD) sunt cu atât mai “simple” (mai mici şi mai uşor de calculat) cu atât 

ordinul n este mai mic. Din acest motiv, tabelele s-au calculat în ordinea prezentată, adică începând 

cu n = 1, continuând cu n = 2 ş.a.m.d. până la n = 10. Dintre metodele “manuale” de calcul, deosebit 

de practice sunt formulele de recurenţă pentru λµ = 1 şi λµ = 2 şi formulele de reducere a ordinului 

pentru l1 + λ1 > n; l1 + λ1 = n; l1 + λ1 = n - 1. Deci, 5 formulele de calcul simple cu care se pot calcula 

din aproape în aproape orice tabel, bazîndu-ne pe cele existente (anterioare). Totuşi un astfel de 

calcul ,,manual” al primelor 10 tabele cu numerele N(RDD) necesită cca 40 de ore de calcul. 

Programul de calculator RDD, scris în limbajul C şi rulat pe un calculator IBM-Pentium, 

150 MHz, 8 MB memorie RAM şi 540 MB pentru HDD permite efectuarea aceluiaşi calcul în cca 

10 ore (aici este evident inclus şi timpul necesar introducerii datelor). 

Dar marele avantaj al utilizării programului de calculator este posibilitatea calculării unor 

numere N(RDD) pentru un n oarecare, când nu dispunem de tabelele cu numerele N(RDD) pentru 

n- 1, n - 2 ... În acest caz, comparaţia cu metoda polinoamelor de tip Newton evidenţiază avantajul 

absolut, incontestabil, al utilizării programului de calculator. 
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 Ecranul programului RDD este prezentat în figura 2.5. 

 

 
a) 

 
b) 

Fig. 2.5. Ecranul programului RDD şi anume de introducere (a) şi de lucru (b) 
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Dăm în continuare câteva valori pentru numere N(RDD) cu n mare. 

 

G15 7 3 2 2 1
15 5 4 2 2 2 14981( , , , , )

( , , , , ) =       (2.89) 

 

G20 7 5 4 3 1
20 6 5 4 3 2 294243( , , , , )

( , , , , ) =       (2.90) 

 

G30 10 10 10
30 10 10 10 2211( , , )

( , , ) =       (2.91) 

 

G180 60 60 60
180 90 90 2791( , , )

( , ) =       (2.92) 

 

G300 100 100 100
300 150 150 7651( , , )

( , ) =       (2.93) 

 

G1200 400 400 400
1200 600 600 120601( , , )

( , ) =      (2.94) 

 

 

Tabelele cu numerele N(RDD) pentru n = 1, 2, ..., 10 sunt prezentate în continuare. 
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Tabelul 2.1 (n = 1)  Tabelul 2.2 (n = 2)    Tabelul 2.3 (n = 3) 
 
1 (1)  2 (2) (1,1)  3 (3) (2,1) (1,1,1) 
(1) 1  (2) 1 1  (3) 1 1 1 
   (1,1) 1 2  (2,1) 1 2 3 
       (1,1,1) 1 3 6 
 
 
 
 
 
 
 
 
Tabelul 2.4 (n = 4) 
 
 4 (4) (3,1) (2,2) (2,1,1) (1,1,1,1) 
(4)  1  1  1 1 1 
(3,1)  1  2  2 3 4 
(2,2)  1  2  3 4 6 
(2.1.1)  1  3  4 7 12 
(1,1,1,1)  1  4  6 12 24 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Tabelul 2.5 (n = 5) 
 
   5 (5) (4,1) (3,2) (3,1,1) (2,2,1) (2,1,1,1) (1,1,1,1,1) 
  (5) 1 1 1 1 1 1 1 
(4,1)  1 2 2 3 3 4 5 
(3,2) 1 2 3 4 5 7 10 
(3,1,1) 1 3 4 7 8 13 20 
(2,2,1) 1 3 5 8 11 18 30 
(2,1,1,1) 1 4 7 13 18 33 60 
(1,1,1,1,1) 1 5 10 20 30 60 120 
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Tabelul 2.6 (n = 6) 
 

6 (6) (5,1) (4,2) (3,3) (4,1,1) (3,2,1) (2,2,2) 
(6) 1 1 1 1 1 1 1 
(5,1) 1 2 2 2 3 3 3 
(4,2) 1 2 3 3 4 5 6 
(3,3) 1 2 3 4 4 6 7 
(4,1,1) 1 3 4 4 7 8 9 
(3,2,1) 1 3 5 6 8 12 15 
(2,2,2) 1 3 6 7 9 15 21 
(3,1,1,1) 1 4 7 8 13 19 24 
(2,2,1,1), 1 4 8 10 14 24 33 
(2,1,1,1,1) 1 5 11 14 21 38 54 
(1,1,1,1,1,1) 1 6 15 20 30 60 90 

 
 
 
 
 
 
 
 

6 (3,1,1,1) (2,2,1,1) (2,1,1,1,1) (1,1,1,1,1,1) 
(6) 1 1 1 1 
(5,1) 4 4 5 6 
(4,2) 7 8 11 15 
(3,3) 8 10 14 20 
(4,1,1) 13 14 21 30 
(3,2,1) 19 24 38 60 
(2,2,2) 24 33 54 90 
(3,1,1,1) 34 42 72 120 
(2,2,1,1), 42 58 102 180 
(2,1,1,1,1) 72 102 192 360 
(1,1,1,1,1,1) 120 180 360 720 
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Tabelul 2.7 (n = 7) 
 

7 (7) (6,1) (5,2) (4,3) (5,1,1) (4,2,1) (3,3,1) (3,2,2) (4,1,1,1) 
(7) 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
(6,1) 1 2 2 2 3 3 3 3 4 
(5,2) 1 2 3 3 4 5 5 6 7 
(4,3) 1 2 3 4 4 6 7 8 8 
(5,1,1) 1 3 4 4 7 8 8 9 13 
(4,2,1) 1 3 5 6 8 12 13 16 19 
(3,.3,1) 1 3 5 7 8 13 16 19 20 
(3,2,2) 1 3 6 8 9 16 19 25 25 
(4,1,1,1) 1 4 7 8 13 19 20 25 34 
(3,2,1,1) 1 4 8 11 14 25 30 39 43 
(2,2,2,1) 1 4 9 13 15 30 37 51 51 
(3,1,1,1,1) 1 5 11 15 21 39 46 62 73 
(2,2,1,1,1) 1 5 12 18 22 46 58 81 84 
(2,1,1,1,1,1) 1 6 16 25 31 70 90 130 135 
(1,1,1,1,1,1,1) 1 7 21 35 42 105 140 210 210 

 
 
 
 
 
 
 

7 (3,2,1,1) (2,2,2,1) (3,1,1,1,1) (2,2,1,1,1) (2,1,1,1,1,1) (1,1,1,1,1,1,1) 
(7) 1 1 1 1 1 1 
(6,1) 4 4 5 5 6 7 
(5,2) 8 9 11 12 16 21 
(4,3) 11 13 15 18 25 35 
(5,1,1) 14 15 21 22 31 42 
(4,2,1) 25 30 39 46 70 105 
(3,.3,1) 30 37 46 58 90 140 
(3,2,2) 39 51 62 81 130 210 
(4,1,1,1) 43 51 73 84 135 210 
(3,2,1,1) 67 87 114 148 250 420 
(2,2,2,1) 87 120 150 207 360 630 
(3,1,1,1,1) 114 150 208 270 480 840 
(2,2,1,1,1) 148 207 270 378 690 1260 
(2,1,1,1,1,1) 250 360 480 690 1320 2520 
(1,1,1,1,1,1,1) 420 630 840 1260 2520 5040 
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Tabelul 2.8 (n = 8) 
 

8 (8) (7,1) (6,2) (5,3) (6,1,1) (4,4) 
(8) 1 1 1 1 1 1 
(7,1) 1 2 2 2 3 2 
(6,2) 1 2 3 3 4 3 
(5,3) 1 2 3 4 4 4 
(6,1,1) 1 3 4 4 7 4 
(4,4) 1 2 3 4 4 5 
(5,2,1) 1 3 5 6 8 6 
(4,3,1) 1 3 5 7 8 8 
(5,1,1,1) 1 4 7 8 13 8 
(4,2,2) 1 3 6 8 9 9 
(3,3,2) 1 3 6 9 9 10 
(4,2,1,1) 1 4 8 11 14 12 
(3,3,1,1) 1 4 8 12 14 14 
(3,2,2,1) 1 4 9 14 15 16 
(4,1,1,1,1) 1 5 11 15 21 16 
(2,2,2,2) 1 4 10 16 16 19 
(3,2,1,1,1) 1 5 12 19 22 22 
(2,2,2,1,1) 1 5 13 22 23 26 
(3,1,1,1,1,1) 1 6 16 26 31 30 
(2,2,1,1,1,1) 1 6 17 30 32 36 
(2,1,1,1,1,1,1) 1 7 22 41 43 50 
(1,1,1,1,1,1,1,1) 1 8 28 56 56 70 

 
 

8 (5,2,1) (4,3,1) (5,1,1,1) (4,2,2) (3,3,2) 
(8) 1 1 1 1 1 
(7,1) 3 3 4 3 3 
(6,2) 5 5 7 6 6 
(5,3) 6 7 8 8 9 
(6,1,1) 8 8 13 9 9 
(4,4) 6 8 8 9 10 
(5,2,1) 12 13 19 16 17 
(4,3,1) 13 17 20 20 23 
(5,1,1,1) 19 20 34 25 26 
(4,2,2) 16 20 25 26 29 
(3,3,2) 17 23 26 29 35 
(4,2,1,1) 25 31 43 40 45 
(3,3,1,1) 26 36 44 45 54 
(3,2,2,1) 31 43 52 57 69 
(4,1,1,1,1) 39 47 73 63 70 
(2,2,2,2) 36 52 60 72 88 
(3,2,1,1,1) 47 66 85 89 108 
(2,2,2,1,1) 54 80 96 111 139 
(3,1,1,1,1,1) 71 100 136 140 170 
(2,2,1,1,1,1) 80 122 150 173 220 
(2,1,1,1,1,1,1) 117 185 228 270 350 
(1,1,1,1,1,1,1,1) 168 280 336 420 560 
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Tabelul 2.8(continuare) 
 

8 (4,2,1,1) (3,3,1,1) (3,2,2,1) (4,1,1,1,1) (2,2,2,2) (3,2,1,1,1) (2,2,2,1,1) 
(8) 1 1 1 1 1 1 1 
(7,1) 4 4 4 5 4 5 5 
(6,2) 8 8 9 11 10 12 13 
(5,3) 11 12 14 15 16 19 22 
(6,1,1) 14 14 15 21 16 22 23 
(4,4) 12 14 16 16 19 22 26 
(5,2,1) 25 26 31 39 36 47 54 
(4,3,1) 31 36 43 47 52 66 80 
(5,1,1,1) 43 44 52 73 60 85 96 
(4,2,2) 40 45 57 63 72 89 111 
(3,3,2) 45 54 69 70 88 108 139 
(4,2,1,1) 68 76 96 115 120 160 198 
(3,3,1,1) 76 92 116 126 148 194 248 
(3,2,2,1) 96 116 154 162 204 260 345 
(4,1,1,1,1) 115 126 162 209 204 286 354 
(2,2,2,2) 120 148 204 204 282 348 480 
(3,2,1,1,1) 160 194 260 286 348 463 618 
(2,2,2,1,1) 198 248 345 354 480 618 861 
(3,1,1,1,1,1) 265 320 440 500 600 820 1110 
(2,2,1,1,1,1) 324 412 584 606 828 1092 1548 
(2,1,1,1,1,1,1) 525 680 990 1020 1440 1920 2790 
(1,1,1,1,1,1,1,1) 840 1120 1680 1680 2520 3360 5040 

 
 

8 (3,1,1,1,1,1) (2,2,1,1,1,1) (2,1,1,1,1,1,1) (1,1,1,1,1,1,1,1) 
(8) 1 1 1 1 
(7,1) 6 6 7 8 
(6,2) 16 17 22 28 
(5,3) 26 30 41 56 
(6,1,1) 31 32 43 56 
(4,4) 30 36 50 70 
(5,2,1) 71 80 117 168 
(4,3,1) 100 122 185 280 
(5,1,1,1) 136 150 228 336 
(4,2,2) 140 173 270 420 
(3,3,2) 170 220 350 560 
(4,2,1,1) 265 324 525 840 
(3,3,1,1) 320 412 680 1120 
(3,2,2,1) 440 584 990 1680 
(4,1,1,1,1) 500 606 1020 1680 
(2,2,2,2) 600 828 1440 2520 
(3,2,1,1,1) 820 1092 1920 3360 
(2,2,2,1,1) 1110 1548 2790 5040 
(3,1,1,1,1,1) 1520 2040 3720 6720 
(2,2,1,1,1,1) 2040 2892 5400 10080 
(2,1,1,1,1,1,1) 3720 5400 10440 20160 
(1,1,1,1,1,1,1,1) 6720 10080 20160 40320 
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Tabelul 2.9 (n = 9) 
 

9 (9) (8,1) (7,2) (7,1,1) (6,3) 
(9) 1 1 1 1 1 
(8,1) 1 2 2 3 2 
(7,2) 1 2 3 4 3 
(7,1,1) 1 3 4 7 4 
(6,3) 1 2 3 4 4 
(5,4) 1 2 3 4 4 
(6,2,1) 1 3 5 8 6 
(5,3,1) 1 3 5 8 7 
(6,1,1,1) 1 4 7 13 8 
(4,4,1) 1 3 5 8 7 
(5,2,2) 1 3 6 9 8 
(4,3,2) 1 3 6 9 9 
(5,2,1,1) 1 4 8 14 11 
(3,3,3) 1 3 6 9 10 
(4,3,1,1) 1 4 8 14 12 
(5,1,1,1,1) 1 5 11 21 15 
(4,2,2,1) 1 4 9 15 14 
(3,3,2,1) 1 4 9 15 15 
(3,2,2,2) 1 4 10 16 17 
(4,2,1,1,1) 1 5 12 22 19 
(3,3,1,1,1) 1 5 12 22 20 
(3,2,2,1,1) 1 5 13 23 23 
(4,1,1,1,1,1) 1 6 16 31 26 
(2,2,2,2,1) 1 5 14 24 26 
(3,2,1,1,1,1) 1 6 17 32 31 
(2,2,2,1,1,1) 1 6 18 33 35 
(3,1,1,1,1,1,1) 1 7 22 43 42 
(2,2,1,1,1,1,1) 1 7 23 44 47 
(2,1,1,1,1,1,1,1) 1 8 29 57 63 
(1,1,1,1,1,1,1,1,1) 1 9 36 72 84 

 
 

9 (5,4) (6,2,1) (5,3,1) (6,1,1,1) (4,4,1) 
(9) 1 1 1 1 1 
(8,1) 2 3 3 4 3 
(7,2) 3 5 5 7 5 
(7,1,1) 4 8 8 13 8 
(6,3) 4 6 7 8 7 
(5,4) 5 6 8 8 9 
(6,2,1) 6 12 13 19 13 
(5,3,1) 8 13 17 20 18 
(6,1,1,1) 8 19 20 34 20 
(4,4,1) 9 13 18 20 21 
(5,2,2) 9 16 20 25 21 
(4,3,2) 11 17 24 26 27 
(5,2,1,1) 12 25 31 43 32 
(3,3,3) 12 18 27 27 30 
(4,3,1,1) 15 26 37 44 42 
(5,1,1,1,1) 16 39 47 73 48 
(4,2,2,1) 17 31 44 52 49 
(3,3,2,1) 19 32 49 53 56 
(3,2,2,2) 22 37 58 61 67 
(4,2,1,1,1) 23 47 67 85 74 
(3,3,1,1,1) 26 48 74 86 86 
(3,2,2,1,1) 30 55 88 97 102 
(4,1,1,1,1,1) 31 71 101 136 110 
(2,2,2,2,1) 35 62 104 108 123 
(3,2,1,1,1,1) 41 81 132 151 154 
(2,2,2,1,1,1) 48 90 156 165 186 
(3,1,1,1,1,1,1) 56 118 197 229 230 
(2,2,1,1,1,1,1) 66 129 232 246 280 
(2,1,1,1,1,1,1,1) 91 182 343 357 420 
(1,1,1,1,1,1,1,1,1) 126 252 504 504 630 
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Tabelul 2.9 (continuare) 

9 (5,2,2) (4,3,2) (5,2,1,1) (3,3,3) (4,3,1,1) 
(9) 1 1 1 1 1 
(8,1) 3 3 4 3 4 
(7,2) 6 6 8 6 8 
(7,1,1) 9 9 14 9 14 
(6,3) 8 9 11 10 12 
(5,4) 9 11 12 12 15 
(6,2,1) 16 17 25 18 26 
(5,3,1) 20 24 31 27 37 
(6,1,1,1) 25 26 43 27 44 
(4,4,1) 21 27 32 30 42 
(5,2,2) 26 30 40 33 46 
(4,3,2) 30 39 46 45 60 
(5,2,1,1) 40 46 68 51 77 
(3,3,3) 33 45 51 55 69 
(4,3,1,1) 46 60 77 69 101 
(5,1,1,1,1) 63 71 115 78 127 
(4,2,2,1) 58 75 97 87 125 
(3,3,2,1) 63 87 105 105 145 
(3,2,2,2) 78 109 129 132 181 
(4,2,1,1,1) 90 116 161 135 206 
(3,3,1,1,1) 97 135 172 162 240 
(3,2,2,1,1) 119 169 210 207 298 
(4,1,1,1,1,1) 141 180 266 210 335 
(2,2,2,2,1) 144 212 252 264 372 
(3,2,1,1,1,1) 183 263 339 324 486 
(2,2,2,1,1,1) 219 330 402 417 606 
(3,1,1,1,1,1,1) 282 410 543 510 785 
(2,2,1,1,1,1,1) 333 515 634 660 980 
(2,1,1,1,1,1,1,1) 504 805 987 1050 1575 
(1,1,1,1,1,1,1,1,1) 756 1260 1512 1680 2520 

 
 
 

9 (5,1,1,1,1) (4,2,2,1) (3,3,2,1) (3,2,2,2) (4,2,1,1,1) 
(9) 1 1 1 1 1 
(8,1) 5 4 4 4 5 
(7,2) 11 9 9 10 12 
(7,1,1) 21 15 15 16 22 
(6,3) 15 14 15 17 19 
(5,4) 16 17 19 22 23 
(6,2,1) 39 31 32 37 47 
(5,3,1) 47 44 49 58 67 
(6,1,1,1) 73 52 53 61 85 
(4,4,1) 48 49 56 67 74 
(5,2,2) 63 58 63 78 90 
(4,3,2) 71 75 87 109 116 
(5,2,1,1) 115 97 105 129 161 
(3,3,3) 78 87 105 132 135 
(4,3,1,1) 127 125 145 181 206 
(5,1,1,1,1) 209 163 174 216 287 
(4,2,2,1) 163 163 188 243 272 
(3,3,2,1) 174 188 227 295 313 
(3,2,2,2) 216 243 295 396 408 
(4,2,1,1,1) 287 272 313 408 479 
(3,3,1,1,1) 302 313 378 496 548 
(3,2,2,1,1) 370 403 493 666 710 
(4,1,1,1,1,1) 501 455 520 690 840 
(2,2,2,2,1) 444 516 644 894 912 
(3,2,1,1,1,1) 626 669 822 1128 1229 
(2,2,2,1,1,1) 738 852 1077 1515 1556 
(3,1,1,1,1,1,1) 1044 1110 1370 1920 2115 
(2,2,1,1,1,1,1) 1206 1405 1800 2580 2670 
(2,1,1,1,1,1,1,1) 1932 2310 3010 4410 4515 
(1,1,1,1,1,1,1,1,1) 3024 3780 5040 7560 7560 
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2.11 Concluzii şi observaţii 

 

În cadrul acestui capitol s-a început prin definirea receptorului dezechilibrat discret (RDD) 

şi elaborarea modelului matematic respectiv. S-a enunţat problema determinării numărului N(RDD) 

al receptorilor dezechilibraţi discreţi de un anumit tip, cu evidenţierea proprietăţilor acestui număr. 

În continuare s-au prezentat patru metode pentru calculul numărului N(RDD) împreună cu 

exemple concrete, precum şi un program de calculator elaborat în acest sens şi utilizat la calcularea 

primelor zece tabele. 

În încheierea acestui capitol, menţionăm că numerele ( )
( )G

n l l l

k

m1 2

1 2

, , ,

, , ,

Κ

Κλ λ λ µ
 (2.14) pot fi 

utilizate şi în alte ramuri ale tehnicii, în care intevin sisteme discrete şi finite. Cu alte cuvinte, 

modelul matematic expus este comun pentru mai multe probleme concrete, numerele (2.14) având 

şi o importanţă în sine, deoarece reprezintă o generalizare pentru unele concepte fundamentale din 

combinatorică [P13], [P15]. 

În lucrarea [B2] sunt utilizate cazuri particulare ale numerelor (2.14) în cibernetica 

sistemelor discrete. Cazul general nu este abordat, nici în această lucrare nici în alte lucrări din 

literatura de specialitate. 

Din acest motiv, conţinutul prezentului capitol este original atât prin problematica abordată 

cât şi prin metodele de calcul propuse pentru cazul general. 

Principalele contribuţii originale ale autorului sunt enumerate în continuare: 

– Introduc noţiunea de receptor dezechilibrat discret (RDD). 

– Elaborez modelul matematic pentru receptorul dezechilibrat discret. 

– Elaborez metoda enumerării pentru calculul numărului N(RDD). 

– Elaborez metoda polinoamelor de tip Newton pentru calculul numărului N(RDD). 

– Elaborez metoda de recurenţă pentru calculul numărului N(RDD). 

– Elaborez metoda reducerii ordinului pentru calculul numărului N(RDD). 

– Elaborez programul de calculator RDD pentru calculul numărului N(RDD). Folosind 

acest program de calculator am calculat toate numerele N(RDD) pentru valori ale lui n 

mai mici sau egale decât zece. 
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A Mathematical Model for Unbalanced  
Classes Analysis of Polyphasic Loads 

 

Vasile Mircea POPA 

 
Abstract: The paper proposes a new method for 
calculating the number of equivalence classes for discreet 
unbalanced loads. The determination of this number is a 
combinatorial problem of distributing n objects (µ  

classes of objects where the class j contains jλ  identical 

objects, so that n
1j

j =λ∑
µ

=
) in m cells of capacity il , 

having nl
m

1i
i =∑

=
. 

1. Introduction 

Consider a polyphasic unbalanced load and 
equivalent scheme in star connection (fig.1). 

Fig.1 
The phase i of load requires a number il  

from the elementary impedances (i=1,2,…,m) 
(fig.2). 

 

Fig.2 

We have µ  impedance classes, where the 

class j contains jλ  identical impedances 

),...,2,1j( µ=  . 
Supposing that: 

 ∑∑
=

µ

=

==λ
m

1i
i

1j
j nl  (1) 

the number of polyphasic load unbalanced 
classes is finite. 

If we note this number: 

 ( )
( )µλλλ= ...,,,n

l...,,l,ln
21

m21
GN  (2) 

we can use for his calculation an original 
algorithm we are going to present below. 

2. Original algorithm 

I propose the following algorithm [3]. 
a) We solve the polynomial: 

 
µλλλ= P...PPP

21
 (3) 

where: 

 ( )
jjj

x...,,x,xPP 21 λλλ =   

is a Newton type polynomial of degree jλ  in jλ  

variables [1]. 

 ( )λ= x...,,x,xPP 21  (4) 

will have a: 

 n
1j

j =λ∑
µ

=

 

1 
2 

m

N
1 
2 

m

Z1 

Z2 

Zm 
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degree and λ  variables, where: 

 ( )µλλλ=λ ...,,,max 21 . 

b) We replace in P: 

 

λλλ
λ +++=

+++=

+++=

m21

2
m

2
2

2
12

m211

y...yyx

y...yyx

y...yyx

Μ
 (5) 

c) With the help of the multinominal theorem 
we calculate the coefficient of the single term 

m21 l
m

l
2

l
1 y...yy  of the expansion of P, which will be 

the number we are looking for. 

The general polynomial of Newton type has 
the form: 

∑
≥

=+++

=
0k...,,k,k

nnk...k2k n
k

2
k

1
k

k
n

k
2

k
1

n

n21

n21

n21

n21

!kn!...k2!k1

x...xx
P . (6) 

Applying the above mentioned general 
formula we can easily obtain the first Newton 
type polynomials: 

11 xP =  

( )2
2
12 xx

2

1
P +=  

( )321
3
13 x2xx3x

6

1
P ++=  

( )4
2
2312

2
1

4
14 x6x3xx8xx6x

24

1
P ++++=  

The algorithm that we displayed before 
coincides with the Pólya – de Brujin 
enumeration method used in our problem case 
[2]. 

We can also remark  that the number N  
represents also the number of matrices with µ 
rows and m columns, made of natural numbers, 
where the sum of the rows and columns are 
given: 

 

m21

m222212

m112111

m21

xxx

xxx

xxx

llln

µµµµλ

λ
λ

Λ
ΜΜΜΜ

Λ
Λ
Λ

 (7) 

The algorithm was programmed on the 
electronic computer. 

3. Conclusions 

This paper presents a mathematical model for 
polyphasic loads unbalances classes analysis. 
The number N represents also the number of 
solutions for the system of equations: 

0x;0l,;lx;x jiij
1j

ijij

m

1i
ji ≥>λ=λ= ∑∑

µ

==

T

he numbers jix  are  natural numbers and the 

numbers jλ , il  are strictly positive natural 

numbers. The system has mµ  unknowns 
(because of the equilibrium conditions (1)). 

As an application we propose to the reader to 
check up by calculation the equalities: 

 ( )
( ) 1548G 1,1,2,2,28

1,1,1,1,2,28 =  

 ( )
( ) 4900G 1,1,2,2,39

1,1,1,1,1,2,28 =  

and to formulate the according problems 
complying with the count of solutions both for 
the before system and for the matrices (7). 
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The Algebraic Characterisation of Discreet 

Unbalanced Loads 

 

Vasile Mircea Popa 
 

Abstract: The paper proposes an algebraic characterisation for unbalanced discreet loads. The algebraic model is the 
bijection between two finite multiple sets. The number of unbalanced discreet loads is the number of equivalence classes 
for equivalence relation defined onto bijection set. 
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1. Introduction 
 
We are considering an m-phased unbalanced load and 

the equivalent scheme in star connection. We assume that 
the phases are distinct between them (discernible). If the 
impedances from the m phases are made up (in a series) 
of elementary impedances (physical elements), we call the 

m-phased load discreet unbalanced load (DUL). [3],[4]. 
We assume that we have n elementary impedances, 

namely µ classes of different elementary impedances, the 

j class containing λj identical impedances, thus: 

  n
1j

j =λ∑
µ

=
. (1) 

The m distinct phases of the load with a star 
connection, contain li elementary impedances each, with: 

  nl
m

1i
i =∑

=
. (2) 

The scheme of such a discreet unbalanced load is 
given in fig 1. 

We call such a discreet unbalanced load of the 

n(l1,l2,…,lm;λ1,λ2,...,λµ) type. 
We are to imply next that the discreet unbalanced 

loads (DUL), which we are to consider, do belong to this 
type. 

At the transfer of some elementary impedances from a 
phase to another we obtain different unbalances loads, 
which introduce different types of lack of balance into the 
network where they belong. 

Particularly, some of these loads can be balanced but 
they can be considered as limit cases of unbalanced loads 
[3]. 

 
Figure 1. 

 
A question that is raised immediately is determined by 

the number of possible unbalanced, in other words, the 
number of the discreet unbalanced load. The number of 
the discreet unbalanced loads, which may exist, is finite 
and we note it: 

  ( ) ( )
( )µλλλ== ,...,,n

l,...,l,ln
21

m21
GDULNN . ( 3 ) 

By the N=N(DUL) number calculation we use 
methods from the discreet mathematics, to be more 
exactly, from the combinatorics. [1], [2], [3]. 

 

2. The algebraic model for RDD 
 
The algebraic model for the discreet unbalanced load 

is the bijection between two multiple sets [3],[4]. We take 
into consideration two finite sets X and Y, having the 
same number of elements: X=Y=n, as well as the 
set of bijections f : X→Y, that we note as Yx . Let us 
assume an equivalence relation (ρ1) defined on the set X, 
which determines a partition of the set X, where µ 
equivalence classes Xj containing each λj elements, that is 
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X j=λj, (j=1,2…µ). The elements of an equivalence 
class will be called equivalent or identical. In the same 
way, we consider an equivalent relation (ρ2) defined on 
the set Y, which determines a partition of the set Y in m 
classes of equivalence, Yi containing each li elements, 
namely Y i= li (i=1,2…m). In this way, the sets X and Y 
become multiple sets, namely sets where the elements 
may repeat. Using this terminology, we may say that the 
set X contains µ distinct elements, the j element repeating 
λj times (j=1,2…µ). Likewise, for the set Y. 

Now we are to consider a permutations group G of the 
set X that is the simple (or direct) product of the 
symmetrical groups of permutations for the equivalence 
classes elements from X [1], [2], [3].  

This group is noted as: 
µλλλ ⋅⋅⋅= S...SSG

21
 and it is 

defined the following way: for any G∈α , 
j

Sj λ∈α , 

jXx ∈ , we have: 

  ( ) ( )( ) ( )xx,...,,...,,x jj21 α=αααα=α µ  (4) 

  ( µ= ,...,2,1j ) 
The defition is consistent. Due to the fact that G is a 

finite subset of Sn , in order that G may be a permutation 
group of the set X (a sub-group of the symmetric group 
Sn) it is sufficient for us to check that for any α, α′∈G ⇒ 
αα′∈G (we noted αα′ the α and α′  permutation 
composition). Let ( )µααα=α ,....,,..., j1  and 

( )',...,',...,'' j1 µααα=α  be. For any jXx ∈ , we get after 

the definition:  
( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )x'x'x'x'x' jjjjj αα=αα=αα=αα=αα  

We thus obtain: 
( )',...,',...,','' jj2211 µµαααααααα=αα  and we can 

observe that G'∈αα . 
Therefore G is a permutation group of the X set. We 

used the finite subgroups characterisation theorem [1],[2]. 
Thus, through this permutation group, any X element of 
the X set is changed into an element that belongs to the 
same equivalence class as X. 

Analogously, we also consider the H permutation 
group of the Y set: 

  
m21 lll S...SSH ⋅⋅⋅= . 

For any H∈β , 
ili S∈β , iYy ∈ , we have: 

  ( ) ( )( ) ( )yy,...,,...,,y imi21 β=ββββ=β  (5) 

  ( m,...,2,1i = ) 
That is, through the permutation of this group, any y 

element of the Y set is changed into an element that 
belong to the same equivalence class as y. 

There can be defined an equivalence relation (ρ) on 
the Yx set, as follows:f1∼ f2 if α∈G and β∈H exist, so that 
f2= βf1α. We demonstrate that the relation defined like 
this is an equivalence relation on the bijections set f: 
X→Y, in ratio with the G and H permutation groups. 

The relation is reflexive: f ~ f, because f = ε2 f ε1, 
where ε1∈G and ε2 ∈H are identical permutations from 
the two permutation groups. The relation is symmetrical: 
f1 ~ f2 ⇒ f2 ~ f1. It is true that f2 = β f1 α leads to f1 = β-1 
f2 α-1, where α-1∈G and β-1∈H,fact that proves the 
assertion. The relation is transitive: f1 ~ f2 and f2 ~ f3 ⇒ f1 
~ f3. That is, from f2 = β f1 α and f3 = β' f2 α' it results 

α ′′β ′′=α′αββ′= 113 fff , where: H∈β′′=ββ′  and 

G∈α ′′=α′α .  
The relation (ρ) of equivalence determines a partition 

of the Yx set into classes of equivalence. The number of 
these classes of equivalence is noted in the following 
way: 

  ( )
( )µλλλ=ρ ,...,,n

l,...,l,ln
x 21

m21
G/Y . (6) 

We notice that the setting forth of this problem is 
equivalent to the problem to define the discreet 
unbalanced load (DUL).  

We take into consideration n elementary impedance (µ 
impedance classes, the j class containing λj identical 

impedances, as n
1j

j =λ∑
µ

=
) and m phases, the i phase 

receiving li elementary inseried impedances, with 

∑
=

=
m

1i
i nl . 

The n impedances are distributed in the m phases. The 
number of possible distribution is: 

  ( ) ( )
( )µλλλ== ,...,,n

l,...,l,ln
21

m21
GDULNN . (7) 

 
3. Conclusions 
 
Therefore, the mathematical model for the discreet 

unbalanced load is the bijection between two multiple sets 
and the counting of the discreet unbalanced loads (DUL) 
is reduced to the bijections between two multiple sets 
counting [4]. 

We also note that the defined relation for the lack of 
balance on the discreet loads set is an equivalence relation 
and the classes with lack of balance are corresponding 
equivalence classes. 

The author of this paper has elaborated four methods 
for the calculation of the N (DUL) number [3]. 
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1. Introduction 
 

The m- phased discreet unbalanced load of the 

n(l1,l2,…,lm;λ1,λ2,…,λµ) type has been defined in some 

previous papers [2], [3]. 
We are considering an m-phased unbalanced load and 

the equivalent scheme in star connection. We assume that 

the phases are distinct between them (discernible). If the 

impedances from the m phases are made up (in a series) 

of elementary impedances (physical elements), we call the 

m-phased load discreet unbalanced load (DUL). [2]. We 

assume that we have n elementary impedances, namely µ 

classes of different elementary impedances, the j class 

containing λj identical impedances, thus: 

  n
1j

j =λ∑
µ

=
.  

The m distinct phases of the load with a star 

connection, contain li elementary impedances each, with: 

  nl
m

1i
i =∑

=
.  

The scheme of such a discreet unbalanced load is 

given in fig 1. 

We call such a discreet unbalanced load of the 

n(l1,l2,…,lm;λ1,λ2…λµ) type. 

We are to imply next that the discreet unbalanced 

loads (DUL), which we are to consider, do belong to this 

type. 

At the transfer of some elementary impedances from a 

phase to another we obtain different unbalances loads, 

which introduce different types of lack of balance into the 

network where they belong.Particularly, some of these 

loads can be balanced but they can be considered as limit 

cases of unbalanced loads [2] 

 
Figure 1. 

A question that is raised immediately is determined by 

the number of possible unbalanced, in other words, the 

number of the discreet unbalanced load. The number of 

the discreet unbalanced loads, which may exist, is finite 

and we note it: 

  ( ) ( )
( )µλλλ== ,...,,n

l,...,l,ln
21

m21
GDULNN  

The author of this paper has elaborated four methods 

for the N (DUL) number calculation. These are: 

1. The enumeration method 

2. The Newton type polynomials method 

3. The recurrence method 

4. The order reducing method. 

 The Newton type polynomials method has been set 

forth in the [3] paper. Now we are going to present the 

enumeration method. 
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2. The enumeration method 
 
This method is based on the observation that the N 

number is equal to the solutions number of the system: 
 

  













==

µ=λ=

∑

∑

µ

=

=

m,...,2,1i;lx

,...,2,1j;x

i
1j

ji

j

m

1i
ji

 (1) 

 

Where 0l, ij >λ ; 0x ji ≥  are natural numbers. 

This system has µm unknowns and 1m −+µ  

independent equations (because of the conditions 

nl
m

1i
i

1j
j ==λ ∑∑

=

µ

=
). 

Therefore, the non-determination degree of system is: 
 

  ( ) ( )( )1m11mm −−µ=−+µ−µ  (2) 

 
We notice that the N number also represents the 

matrices number with µ rows and m columns, containing 
natural numbers, where the sum of the rows, respectively 
of the columns, are imposed: 

 
n l1 l2         … lm 

λ1 x11 x12      … x1m 

λ2 x21 x22      ... x2m 

. . . . 

. . . . 

. . . . 

λµ xµ1 xµ2      ... xµm 
   (3) 
 
The enumeration method “manually” applied, consist 

of the effective construction of the matrices of the type (3) 
and their counting. It is obvious that for n capital, this 
variant is totally unpractical. Based on the enumeration 
method, we made up a computer program (called the 
RDD program) which systematically generates matrices 
of the (3) type and finally it gives the number of these 
matrices. The problem is reduced to the determination of 

the reduced matrices with µ-1 and m – 1 dimensions, 
where the xji  variables take natural values between 0 and a 
maximum value and their sum is higher than or equal to 

the 11ln λ−− . 

We may write: 
 

( )i,1ji2i1i,j2jjji x...xl;x...xminx0 −− −−−−−−λ≤≤
   (4) 

  ∑∑
µ

= =
λ−−≥=

2j
11

m

2i
ji lnxS  (5) 

 
referring to the matrix: 
 

 



























=

µµµµ mj32

jmji3j2j

m3i33332

m2i22322

x...x...xx

...

x...x...xx

...

x...x...xx

x...x...xx

M  (6) 

 
The number of the reduced matrices of the (6) type 

coincides with the (3) matrices number and it is exactly N 
(DUL) 

A numeric example obtained: 

  ( )
( ) 2211G 10,10,1030

10,10,1030 =  (7) 

 
 

Bibliography: 
 

[1] V. M. Popa – On a question linear programming, 
Acta Universitatis Cibiniensis, vol. X (1), Sibiu, 
1993. 

[2] V. M. Popa - Aplicaţii şi încercări experimentale 
privind comportarea circuitelor trifazate în regimuri 
nesimetrice, Referat de doctorat nr. 2, Universitatea 
Tehnică Cluj-Napoca, Facultatea de Electrotehnică 
Cluj-Napoca, 1994. 

[3] V. M. Popa – A Mathematical Model for Polyplastic 
Loads Unbalanced Classes Analysis, Acta 
Electrotehnica Napocensis, vol. 38, nr. 1, 1995. 



Receptoare generalizate în electrotehnică 93 

The Recurrence Method for Calculating 
the Unbalanced Classes Number of  

m-Phased Loads  
 

Vasile Mircea Popa 
 

Abstract: This work shows a recurrence method for m-phased loads unbalanced classes number calculation. The 

numbers N(DUL) can be determined recursively, using recurrence relations. At the end of the paper a numerical 

computational example is presented. 

 

Key words: m-phased loads, discreet unbalanced loads, recurrence method. 

 

 

 

1. Introduction 
 

In some previous papers[3], [4] it was defined the m-

phased load of the n(l1,l2,...,lm; λ1, λ2,…, λµ) type. 

We are considering an m-phased unbalanced load and 

the equivalent scheme in star connection. We assume that 

the phases are distinct between them (discernible). If the 

impedances from the m phases are made up (in a series) 

of elementary impedances (physical elements), we call the 

m-phased load discreet unbalanced load (DUL). [2]. We 

assume that we have n elementary impedances, namely µ 

classes of different elementary impedances, the j class 

containing λj identical impedances, thus: 

  n
1j

j =λ∑
µ

=
. (1) 

The m distinct phases of the load with a star 

connection, contain li elementary impedances each, with: 

  nl
m

1i
i =∑

=
. (2) 

The scheme of such a discreet unbalanced load is 

given in fig 1. 

We call such a discreet unbalanced load of the 

n(l1,l2,...,lm; λ1,λ2,...,λµ) type. 

We are to imply next that the discreet unbalanced loads 

(DUL), which we are to consider, do belong to this type. 

At the transfer of some elementary impedances from a 

phase to another we obtain different unbalances loads, 

which introduce different types of lack of balance into the 

network where they belong. 

Particularly, some of these loads can be balanced but 

they can be considered as limit cases of unbalanced loads 

[2] 

 
Figure 1. 

 

A question that is raised immediately is determined by 

the number of possible unbalanced, in other words, the 

number of the discreet unbalanced load. The number of 

the discreet unbalanced loads, which may exist, is finite 

and we note it: 

  ( ) ( )
( )µλλλ== ,...,,n

l,...,l,ln
21

m21
GDULNN . (3) 

This paper shows the recurrence method for the 

discreet unbalanced loads for the N (DUL) number 

calculation. 
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2. The recurrence method 
 

The number of the unbalanced classes for the discreet 

unbalanced loads can be determined with the aid of some 

N (DUL) numbers with lesser order. 

The recurrence relations are easily deduced starting 

from the definition of the number N (DUL).By the 

decreasing order of te superior and inferior indices and 

the using of the symmetrical properties it was 

determinated that: 

  λµ=min (l1, l2,...,lm; λ1, λ2,…, λµ) (4) 

a) if λµ=1, it results: 

  ( )
( )

( )
( )

∑
−µµ λλλ−

−−
λλλ =

R

,...,,1n
l...,1l,...,l,l1n

,...,,n
l,...,l,ln

121

mi21

21

m21
GG  (5) 

where R is the equation solutions set: 

  1x...xx m21 =+++  (6) 

in natural numbers, with 1x0 i ≤≤ , ( m,...,2,1i = ).  

The solutions number of this equation is: 

mcR 1
m ==  (combinations with repetition).  (7) 

b) if λµ=2, it results: 

  ( )
( )

( )
( )

∑
−µµ λλλ−

−−
λλλ =

R

,...,,2n
l,...,2l,...,l,l2n

,...,,n
l,...,l,ln

121

mi21

21

m21
GG  (8) 

where R is the equation solutions set: 

  2x...xx m21 =+++  (9) 

in natural numbers, with 2x0 i ≤≤ , ( m,...,2,1i = ). 

The solutions number of this equation is: 

  
( )

2

1mm
cR 2

m

+== . (10) 

c) if λµ=3 it results: 

  ( )
( )

( )
( )

∑
−µµ λλλ−

−−
λλλ =

R

,...,,3n
l,...,3l,...,l,l3n

,...,,n
l,...,l,ln

121

mi21

21

m21
GG  (11) 

where R is the equation solutions set: 

  3x...xx m21 =+++  (12) 

in natural numbers, with 3x0 i ≤≤ , ( m,...,2,1i = ). 

The number of solutions for this equation is: 

  
( )( )

6

2m1mm
cR 3

m

++== . (13) 

The list of these recurrence relations may continue, 

but their application becomes more and more difficult, 

because of the increasing of R . 

Very simple and advantageously is the applying of 

the first two recurrence relation, that is for: 

  λµ=1, and λµ=2 

We illustrate the method giving an example. 

Calculate the number: ( )
( )1,2,3,410

2,2,3,310GN = . 

Applying the relation (2), we obtain: 

 
( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( ) 3928721092G2G2

GGGGN
2,3,49

1,2,3,39
2,3,49

2,2,2,39

2,3,49
1,2,3,39

2,3,49
2,1,3,39

2,3,49
2,2,2,39

2,3,49
2,2,3,29

=⋅+⋅=⋅+⋅=

=+++=
 

It is obvious that the applying of the recurrence relation 

for N (DUL) it is assumed the knowledge of the value for 

this type of inferior order numbers (n-1, n-2, …). 
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The Order Reducing Method for Determining 
the Number of Discreet Unbalanced Loads 

 

Vasile Mircea POPA 

 

Abstract: The paper proposes a new method for calculating the number of equivalence classes for discreet unbalanced 
loads, the order reducing method. The determination of this number is a combinatorial problem of distributing n  

impedances (µ  classes of impedances where the class j contains jλ  equivalent impedances) in m  phases of capacity  

il . The discreet unbalanced load is defined in this paper. The paper proposes an algebraic characterization for 

unbalanced discreet loads. The algebraic model is the bijection between two finite multiple sets. The number of 
unbalanced discreet loads is the number of equivalence classes for equivalence relation defined onto bijection set. This 
paper presents a method for unbalanced discreet loads number calculation. Four methods are presented and the  order 
reducing method is detailed. The enumeration method algorithm was programmed on the electronic computer. In the 
paper numerical computational examples are given. At the end of the paper the conclusions and references are 
presented. 

 
Key words: m-phased load, discreet unbalanced load, mathematical model for the discreet unbalanced load, methods 
for the discreet unbalanced loads calculation, order reducing method. 

 
 
1. Introduction 

 
We are considering an m-phased unbalanced load and 
the equivalent scheme in star connection (fig. 1, fig. 2).  

Figure 1 – A polyphasic unbalanced load 

Figure 2 – Equivalent scheme in star connection 
 

We assume that the phases are distinct between them 

(discernible). If the impedances from the m phases are 

made up (in a series) of elementary impedances 

(physical elements), we call the m-phased load discreet 

unbalanced load (DUL). [4], [5], [9]. We assume that we 

have n elementary impedances, namely µ classes of 

different elementary impedances, the j class containing 

λj identical impedances, thus: 

 n
1j

j =λ∑
µ

=

 (1) 

The m distinct phases of the load with a star 

connection, contain li  elementary impedances each, with: 

 nl
m

1i
i =∑

=

 (2) 

The scheme of such a discreet unbalanced load is 

given in fig. 3. 

We call such a discreet unbalanced load of 

the ( )µλλλ ...,,,;l...,,l,ln 21m21  type. 

We are to imply next that the discreet unbalanced 

1 

2 

m 

N 

1 

2 

m 

Z1 

Z2 

Zm 
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loads (DUL), which we are to consider, do belong to this 
type. 

At the transfer of some elementary impedances from a 
phase to another we obtain different unbalances loads, 
which introduce different types of lack of balance into 
the network where they belong. 

Particularly, some of these loads can be balanced but 
they can be considered as limit cases of unbalanced 
loads [5] 

 
Figure 3 – Discreet unbalanced load 

 
A question that is raised immediately is determined by 

the number of possible unbalanced, in other words, the 
number of the discreet unbalanced load. The number of 
the discreet unbalanced loads, which may exist, is finite 
and we note it: 

 ( ) ( )
( )µλλλ== ...,,,n

l...,,l,ln
21

m21
GDULNN  (3) 

By the ( )DULNN =  number calculation we use 

methods from the discreet mathematics, to be more 
exactly, from the combinatorics. [5], [2], [17], [18]. 

 
2. The mathematical model for DUL [6] 

 
The mathematical model for the discreet unbalanced 

load is the bijection between two multiple sets [4],[5]. 
We take into consideration two finite sets X and Y, 
having the same number of elements: nYX == , as 

well as the set of bijections f : YX →  that we note as 
XY  . Let us assume an equivalence relation (ρ1) defined 

on the set X, which determines a partition of the set X, 
where µ equivalence classes Xj containing each λj 

elements, that is ( )µ=λ= ...,,2,1j,X jj . The elements 

of an equivalence class will be called equivalent or 
identical. In the same way, we consider an equivalent 
relation (ρ2) defined on the set Y, which determines a 
partition of the set Y in m classes of equivalence, Yi 
containing each li elements, namely ii lY =  

( )m...,,2,1i = . In this way, the sets X and Y become 

multiple sets, namely sets where the elements may 
repeat. Using this terminology, we may say that the set X 
contains µ distinct elements, the j element repeating λj 

times ( )µ= ...,,2,1j . Likewise, for the set Y. 

Now we are to consider a permutations group G of the 
set X that is the simple (or direct) product of the 
symmetrical groups of permutations for the equivalence 
classes elements from X [5], [2], [17], [18].  

This group is noted as: 
µλλλ ×××= S...SSG

21
 and it 

is defined the following way: for any G∈α , jj Sλ∈α , 

jXx ∈ , we have: 

 ( ) ( )( ) ( )xx...,,...,,,x jj21 α=αααα=α µ  (4) 

 ( )µ= ...,,2,1j  

The definition is consistent. Due to the fact that G is a 
finite subset of Sn , in order that G may be a permutation 
group of the set X (a sub-group of the symmetric group 
Sn) it is sufficient for us to check that for any α , G'∈α  

G'∈αα⇒  (we noted 'αα  the α  and 'α   permutation 

composition). Let ( )µαααα=α ...,,...,,, j21  and 

( )µαααα=α '...,,'...,,','' j21 be. For any jXx ∈ , we 

get after the definition:  
 ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )x'x'x'x'x' jjjjj αα=αα=αα=αα=αα  

We thus obtain: 
 ( )µµαααααααα=αα '...,,'...,,','' jj2211  and we can 

observe that G'∈αα . 
Therefore G is a permutation group of the X set. We 

used the finite subgroups characterisation theorem 
[2],[17],[18]. Thus, through this permutation group, any 
X element of the X set is changed into an element that 
belongs to the same equivalence class as X. 

Analogously, we also consider the H permutation 
group of the Y set: 

 
m21 lll S...SSH ×××= . 

For any H∈β , 
ili S∈β , iYy∈ , we have: 

 ( ) ( )( ) ( )yy...,,...,,,y imi21 β=ββββ=β  (5) 

 ( )m...,,2,1i =  

That is, through the permutation of this group, any y 
element of the Y set is changed into an element that 
belong to the same equivalence class as y. 

There can be defined an equivalence relation (ρ) on 

the XY  set, as follows: 21 f~f  if G∈α  and H∈β  

exist, so that αβ= 12 ff . We demonstrate that the relation 

defined like this is an equivalence relation on the 
bijections set YX:f → , in ratio with the G and H 
permutation groups. 

The relation is reflexive: f~f , because 12ff εε= , 

where G1 ∈ε  and H2 ∈ε  are identical permutations 

from the two permutation groups. The relation is 
symmetrical: 1221 f~ff~f ⇒ . It is true that αβ= 12 ff  

leads to 1
2

1
1 ff −− αβ= , where G1 ∈α−  and H1 ∈β− , 

fact that proves the assertion. The relation is transitive: 

21 f~f  and 32 f~f 31 f~f⇒ . That is, from αβ= 12 ff  

and 'f'f 23 αβ=  it results ''f'''f'f 113 αβ=ααββ= , where: 

H''' ∈β=ββ and G''' ∈α=αα . 
The relation (ρ) of equivalence determines a partition 

of the XY  set into classes of equivalence. The number of 
these classes of equivalence is noted in the following 
way: 

 ( )
( )µλλλ=ρ ...,,,n

l...,,l,ln
X 21

m21
GY  (6) 

We notice that the setting forth of this problem is 
equivalent to the problem to define the discreet 
unbalanced load (DUL). We take into consideration n 
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elementary impedance (µ impedance classes, the j class 

containing λj identical impedances, as n
1j

j =λ∑
µ

=

) and 

m phases, the i phase receiving li elementary inseried 

impedances, with nl
m

1i
j =∑

=

. 

The n impedances are distributed in the m phases. The 
number of possible distribution is: 

 ( ) ( )
( )µλλλ== ...,,,n

l...,,l,ln
21

m21
GDULNN  (7) 

 

3. Methods for the N(DUL) number 
calculation 

 
The author of this paper has elaborated four methods 

for the N (DUL) number calculation. These are: 
1. The enumeration method 
2. The Newton type polynomials method 
3. The recurrence method 
4. The order reducing method. 

 

3.1. The enumeration method [7] 
 

The enumeration method is based on the observation 
that the N number is equal to the solutions number of the 
system: 

 













==

µ=λ=

∑

∑
µ

=

=

m...,,2,1i;lx

...,,2,1j;x

i
1j

ji

j

m

1i
ji

 (8) 

where 0x;0l, jiij ≥>λ  are natural numbers. 

This system has mµ  unknowns and 1m−+µ  
independent equations (because of the conditions 

nl
m

1i
i

1j
j ==λ ∑∑

=

µ

=

) 

Therefore, the non-determination degree of system is: 
 ( ) ( )( )1m11mm −−µ=−+µ−µ  (9) 

We notice that the N number also represents the 
matrices number with µ rows and m columns, containing 
natural numbers, where the sum of the rows, respectively 
of the columns, are imposed: 

 

m21

m222212

m112111

m21

xxx

xxx

xxx

llln

µµµµλ

λ
λ

Λ
ΜΜΜΜ

Λ
Λ
Λ

 (10) 

The enumeration method “manually” applied consists 
of the effective construction of the matrices of the type 
(10) and their counting. It is obvious that for n capital, 
this variant is totally unpractical. Based on the 
enumeration method, we made up a computer program 
(called the DUL program) which systematically 

generates matrices of the (10) type and finally it gives 
the number of these matrices. The problem is reduced to 
the determination of  the reduced  matrices with 1−µ  

and 1m−  dimensions, where the jix  variables take 

natural values between 0 and a  maximum value and 
their sum is higher than or equal to the 11ln λ−− . 

We may write: 

 
(

)i,1ji3i2i

1i,j3j2jjji

x...xxl

;x...xxminx0

−

−

−−−−

−−−−λ≤≤
 (11) 

 11

m

2i
ji

2j

lnxS λ−−≥= ∑∑
=

µ

=

 (12) 

referring to the matrix: 

 



























=

µµµµ mi32

jmji3j2j

m3i33332

m2i22322

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

M

ΛΛ
Μ

ΛΛ
Μ

ΛΛ
ΛΛ

 (13) 

The number of the reduced matrices of the (13) type 
coincides with the (10) matrices number and it is exactly 
N (DUL) 

A numeric example obtained: 

 ( )
( ) 2211G 10,10,1030

10,10,1030 =  (14) 

 
3.2.The Newton type polynomials method [4] 

 
I propose the following algorithm [4], the Newton type 

polynomials method. 
a) We solve the polynomial: 
 λµλλ= P...PPP 21  (15) 

where: ( )j21jj x...,,x,xPP λλλ =  is a Newton type 

polynomial of degree jλ  in jλ  variables [1]. 

 ( )λ= x...,,x,xPP 21  (16) 
will have a: 

 n
1j

j =λ∑
µ

=

 

degree and λ variables, where: 
 ( )µλλλ=λ ...,,,max 21 . 

b) We replace in P: 

 

λλλ
λ +++=

+++=

+++=

m21

2
m

2
2

2
12

m211

y...yyx

y...yyx

y...yyx

Μ
 

c) With the help of the multinominal theorem we 

calculate the coefficient of the single term m21 l
m

l
2

l
1 y...yy  of 

the expansion of P, which will be the number we are 
looking for. 

The general polynomial of Newton type has the form: 

 ∑
≥

=+++

=

0k...,,k,k
nnk...k2k n

k
2

k
1

k

k
n

k
2

k
1

n

n21

n21

n21

n21

!kn!...k2!k1

x...xx
P . (17) 
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Applying the above mentioned general formula we can 
easily obtain the first Newton type polynomials: 

 11 xP =  

 ( )2
2
12 xx

2

1
P +=  

 ( )321
3
13 x2xx3x

6

1
P ++=  

 ( )4
2
2312

2
1

4
14 x6x3xx8xx6x

24

1
P ++++= . 

The algorithm that we displayed before coincides with 
the Pólya – de Brujin enumeration method used in our 
problem case [2]. 

 
3.3. The recurrence method [8] 

 
The number of the unbalanced classes for the discreet 

unbalanced loads can be determined with the aid of some 
N (DUL) numbers with lesser order. 

The recurrence relations are easily deduced starting 
from the definition of the number N (DUL). By the 
decreasing order of the superior and inferior indices and 
the using of the symmetrical properties it was 
determined that: 

 ( )µµ λλλ=λ ...,,,;l...,,l,lmin 21m21 . (18) 

If 1=λµ , it results: 

 ( )
( )

( )
( )∑ −µµ λλλ−

−−
λλλ =

R

...,,,1n
l...,,1l...,,l,l1n

...,,,n
l...,,l,ln

121

mi21

21

m21
GG  (19) 

where R is the equation solutions set: 
 1x...xx m21 =+++  (20) 

in natural numbers, with lx0 i ≤≤ , ( )m...,,2,1i = . 

The solutions number of this equation is: 

 mcR 1
m ==  (combinations with repetition). (21) 

If 2=λµ , it results: 

 ( )
( )

( )
( )∑ −µµ λλλ−

−−
λλλ =

R

...,,,2n
l...,,2l...,,l,l2n

...,,,n
l...,,l,ln

121

mi21

21

m21
GG  (22) 

where R is the equation solutions set: 
 2x...xx m21 =+++  (23) 

in natural number, with 2x0 i ≤≤ , ( )m...,,2,1i = . 

The solutions number of this equation is: 

 
( )

2

1mm
cR 2

m
+== . (24) 

If 3=λµ  it results: 

 ( )
( )

( )
( )∑ −µµ λλλ−

−−
λλλ =

R

...,,,3n
l...,,3l...,,l,l3n

...,,,n
l...,,l,ln

121

mi21

21

m21
GG  (25) 

where R is the equation solutions set: 
 3x...xx m21 =+++  (26) 

in natural numbers, with 3x0 i ≤≤ , ( )m...,,2,1i = . 

The number of solutions for this equation is: 

 
( )( )

6

2m1mm
cR 3

m
++== . (27) 

The list of these recurrence relations may continue, but 
their application becomes more and more difficult, 
because of the increasing of R . 

Very simple and advantageously is the applying of the 

first two recurrence relation, that is for: 
 1=λµ , and 2=λµ . 

We illustrate the method giving an example. 

Calculate the number: ( )
( )1,2,3,410

2,2,3,310GN = . 

Applying the relation (2), we obtain: 

 
( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( ) 3928721092G2G2

GGGGN

2,3,49
1,2,3,39

2,3,49
2,2,2,39

2,3,49
1,2,3,39

2,3,49
2,1,3,39

2,3,49
2,2,2,39

2,3,49
2,2,3,29

=⋅+⋅=⋅+⋅=

=+++=
 

It is obvious that the applying of the recurrence 
relation for N (DUL) it is assumed the knowledge of the 
value for this type of inferior order numbers ( ,1n −  

)...,2n − . 

 

4. The order reducing method 
 
We consider the general symbol: 

 ( ) ( )
( )µλλλ== ...,,,n

l...,,l,ln
21

m21
GDULNN  (28) 

If nl 11 >λ+  we may affirm that: 

 ( )
( )

( )
( )µµ λλ−λ−−

λ−λ−−
λλλ = ...,,,lnln2

l...,,l,n1ln2
...,,,n

l...,,l,ln
2111

m211

21

m21
GG  (29) 

and the order is reduced. 
Let’s consider the matrix: 

 

m21

m222212

m112111

m21

xxx

xxx

xxx

llln

µµµµλ

λ
λ

Λ
ΜΜ

Λ
Λ
Λ

 (30) 

By separating the first row and the first column, we 
obtain the reduced matrix, of dimensions ( )( )1m1 −−µ . 

Let νN  be the number of cases in which the reduced 

matrix has the value ν . 
Let the symbols: 

 ( )
( )

n
...,,,n

l...,,l,ln GG 21

m21
=µλλλ

 (31) 

 ( )
( )

1n
...,,,1n

l...,,l,l1n GG 21

m21 −
λλλ−

− =µ  (32) 

 ( )
( )

2n
...,,,2n

l...,,l,l2n GG 21

m21 −
λλλ−

− =µ  (33) 

 ( )
( )

3n
...,,,3n

l...,,l,l3n GG 21

m21 −
λλλ−

− =µ . (34) 

We may affirm that: 
a) if nl 11 =λ+  

 01nn NGG += −  (35) 

 102nn NNGG ++= −  (36) 

 2103nn NNNGG +++= −  (37) 

b) if 1nl 11 −=λ+  

 11nn NGG += −  (38) 

 212nn NNGG ++= −  (39) 

c) if 2nl 11 −=λ+  

 21nn NGG += −  (40) 
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We will now calculate the numbers ( )2,1,0,N =νν . 

In the general symbol: 

 ( ) ( )
( )µλλλ== ...,,,n

l...,,l,ln
21

m21
GDULNN  (41) 

we apply the symmetry property, so that 11l λ≥ . The 

inferior and superior indexes are in decreasing order: 
 µλ≥≥λ≥λ ...21  (42) 

 m21 l...ll ≥≥≥ . (43) 

In the set of numbers µλλλ ...,,, 21 , we make the 

following notations: 
 1α  - the number of digits 1 

 2α  - the number of digits 2 

 Μ 

 1−µα  - the number of digits 1−µ  

 µα  - the number of digits ν  or greater then µ . 

We may affirm that: 
 1...21 −µ=α++α+α ν  (44) 

We obtain the expressions: 
 1N0 =  (45) 

 ( )( )1m1N1 −−µ=  (46) 

( )
( ) ( )( )

( )
( )2ln,1,1ln

l...,,lln
2ln,2ln

l...,,lln22
11
n21

11
m21

G
2

21
GN −−−

−
−−−

−
−µ−µ+α=

 (47) 
The order reducing method consists of applying the 

relations: (29), (35), ..., (40) and (45), (46), (47). 
Similar to the recurrence method, the order reducing 

method for the N(DUL) number calculation assumes 
knowing the value of several such numbers of inferior 
orders.

5. Numerical results obtained 
 
In the following tables are given the numbers N(DUL) 

for n=1, 2, 3, 4, 5, 6 and 7. 
 

 Table 1 (n=1) Table 2 (n=2) 
1 (1)  2 (2) (1,1) 

(1) 1  (2) 1 1 
   (1,1) 1 2 

 
 Table 3 (n=3) 

3 (3) (2,1) (1,1,1) 
(3) 1 1 1 

(2,1) 1 2 3 
(1,1,1) 1 3 6 

 
 Table 4 (n=4) 

4 (4) (3,1) (2,2) (2,1,1) (1,1,1,1) 
(4) 1 1 1 1 1 

(3,1) 1 2 2 3 4 
(2,2) 1 2 3 4 6 

(2.1.1) 1 3 4 7 12 
(1,1,1,1) 1 4 6 12 24 
 
 Table 5 (n=5) 
5 (5) (4,1) (3,2) (3,1,1) (2,2,1) (2,1,1,1) (1,1,1,1,1) 

(5) 1 1 1 1 1 1 1 
(4,1) 1 2 2 3 3 4 5 
(3,2) 1 2 3 4 5 7 10 

(3,1,1) 1 3 4 7 8 13 20 
(2,2,1) 1 3 5 8 11 18 30 
(2,1,1,1) 1 4 7 13 18 33 60 
(1,1,1,1,1) 1 5 10 20 30 60 120 
 

 
 Table 6 (n=6) 

6 (6) (5,1) (4,2) (3,3) (4,1,1) (3,2,1) (2,2,2) (3,1,1,1) (2,2,1,1) (2,1,1,1,1) (1,1,1,1,1,1) 
(6) 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

(5,1) 1 2 2 2 3 3 3 4 4 5 6 
(4,2) 1 2 3 3 4 5 6 7 8 11 15 
(3,3) 1 2 3 4 4 6 7 8 10 14 20 

(4,1,1) 1 3 4 4 7 8 9 13 14 21 30 
(3,2,1) 1 3 5 6 8 12 15 19 24 38 60 
(2,2,2) 1 3 6 7 9 15 21 24 33 54 90 

(3,1,1,1) 1 4 7 8 13 19 24 34 42 72 120 
(2,2,1,1), 1 4 8 10 14 24 33 42 58 102 180 
(2,1,1,1,1) 1 5 11 14 21 38 54 72 102 192 360 
(1,1,1,1,1,1) 1 6 15 20 30 60 90 120 180 360 720 
 
 Table 7 (n=7; partial) 

7 (7) (6,1) (5,2) (4,3) (5,1,1) (4,2,1) (3,3,1) (3,2,2) (4,1,1,1) 
(7) 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

(6,1) 1 2 2 2 3 3 3 3 4 
(5,2) 1 2 3 3 4 5 5 6 7 
(4,3) 1 2 3 4 4 6 7 8 8 

(5,1,1) 1 3 4 4 7 8 8 9 13 
(4,2,1) 1 3 5 6 8 12 13 16 19 
(3,.3,1) 1 3 5 7 8 13 16 19 20 
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6. Conclusions 
 
Therefore, the mathematical model for the discreet 

unbalanced load is the bijection between two multiple 
sets and the counting of the discreet unbalanced loads 
(DUL) is reduced to the bijections between two multiple 
sets counting [4], [5]. 

We also note that the defined relation for the lack of 
balance on the discreet loads set is an equivalence 
relation and the classes with lack of balance are 
corresponding equivalence classes. 

The author of this paper has elaborated four methods 
for the calculation of the N (DUL) number [4], [5]. 

This paper presents a mathematical model for 
polyphasic loads unbalances classes analysis. The 
number N represents also the number of solutions for the 
system of equations: 

 0x;0l,;lx;x jiij
1j

ijij

m

1i
ji ≥>λ=λ= ∑∑

µ

==
 

The numbers jix  are  natural numbers and the 

numbers jλ , il  are strictly positive natural numbers. 

The system has mµ  unknowns (because of the 

equilibrium conditions ). 
As an application we urge the reader to check up by 

calculation the equalities: 

 ( )
( ) 1548G 1,1,2,2,28

1,1,1,1,2,28 =  

 ( )
( ) 4900G 1,1,2,2,39

1,1,1,1,1,2,28 =  

and to formulate the according problems complying with 
the count of solutions both for the before system and for 
the matrices (10). 
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Model matematic al receptorului dezechilibrat discret 

 

Vasile Mircea Popa 

 

Abstract 

Mathematical model for the discreet unbalanced load. 

This paper presents a mathematical model for a discreet unbalanced load. We are 

considering an m-phased unbalanced load and the equivalent scheme in star connection. We 

assume that the phases are distinct between them (discernable). If the impedances from the m 

phases are made up (in a series) of elementary impedances (physical elements), we call the m-

phased load discreet unbalanced load (DUL) [1], [3], [4]. We assume that we have n elementary 

impedances, namely µ  classes of different elementary impedances, the j class containing jλ  

identical impedances, thus: nj =λ∑ . The m distinct phases of the load with a star connection 

contain il  elementary impedances each, with: nl i =∑ .  

1. Introducere 

Considerăm un receptor dezechilibrat m-fazat şi schema echivalentă în conexiunea stea 

(fig. 1). 

În fazele receptorului se găsesc impedanţele complexe m21 Z,...,Z,Z  şi considerăm fazele 

distincte (discernabile). 

Fig. 1  Receptor dezechilibrat m-fazat şi schema echivalentă în stea 
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Dacă aceste impedanţe sunt formate (prin înseriere) din impedanţe elementare 

(elemente fizice), vom numi receptorul m-fazat receptor dezechilibrat discret (RDD) [1], [2], 

[3], [4]. 

Presupunem că avem n impedanţe elementare, anume µ  clase de impedanţe 

elementare diferite, clasa j conţinând jλ  impedanţe identice, deci:  

 n
1j

j =λ∑
µ

=

. (1) 

Cele m faze distincte ale receptorului legat în stea conţin câte il  impedanţe elementare, 

cu: 

 nl
m

1i
i =∑

=

. (2) 

Schema unui astfel de receptor dezechilibrat discret este dată in figura 2. 

Fig. 2  Schema unui receptor dezechilibrat discret (RDD) 

Un astfel de receptor dezechilibrat discret îl vom numi de tipul n 

( )µλλλ ,...,,;l,...,l,ln 21m21 . În cele ce urmează vom subînţelege că receptorii dezechilibraţi 

discreţi (RDD) pe care îi vom considera sunt de acest tip.  

La transferul unor impedanţe elementare de pe o fază pe alta se obţin receptoare 

dezechilibrate diferite, care introduc diverse tipuri de dezechilibre în reţeaua din care fac 

parte. 

În particular, unele din aceste receptoare pot fi echilibrate, dar acestea pot fi 

considerate cazuri limită de receptoare dezechilibrate, în conformitate cu punctul de vedere 

evidenţiat în [1]. 

O problemă care se pune imediat este determinarea numărului de dezechilibre posibile, 

cu alte cuvinte a numărului receptorilor dezechilibraţi discreţi. 

Numărul receptorilor dezechilibraţi discreţi care pot exista este finit şi îl notăm : 

 ( ) ( )
( )µλλλ== ,...,,n

l,...,l,ln
21

m21
GRDDNN . (3) 

Pentru calcul numărului N=N(RDD) se utilizează metode din matematica discretă, mai 

exact, din combinatorică [1], [3]. 
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2. Modelul matematic pentru receptorul dezechilibrat discret 

Modelul matematic pentru receptorul dezechilibrat discret este bijecţia între două 

mulţimi multiple. [1], [3], [4]. 

Considerăm două mulţimi finite X şi Y având acelaşi număr de elemente: nYX == , 

precum şi mulţimea bijecţiilor YX:f → , mulţime pe care o notam ( )Y,XB . 

Să considerăm o relaţie de echivalenţă ( 1ρ ) definită pe mulţimea X, care determină o 

partiţie a mulţimii X în µ  clase de echivalenţă jX  conţinând câte jλ  elemente, adică 

jjX λ=  ( µ= ,...,2,1j ). Elementele unei clase de echivalenţă vor fi denumite echivalente sau 

identice. La fel, considerăm o relaţie de echivalenţă ( 2ρ ) definită pe mulţimea Y, care 

determină o partiţie a mulţimii Y în m clase de echivalenţă iY  conţinând câte il  elemente, 

adică ii lY =  ( m,...,2,1i = ). 

În acest fel, mulţimile X şi Y devin mulţimi multiple, adică mulţimi în care elementele 

se pot repeta. Utilizând această terminologie, putem spune că mulţimea X conţine µ  elemente 

distincte, elementul j repetându-se de jλ  ori ( µ= ,...,2,1j ). Asemănător, pentru mulţimea Y ( 

fig. 3 ). 

Fig. 3  Bijecţia între două mulţimi multiple 

Vom considera acum un grup G de permutări al mulţimii X şi anume produsul simplu 

(sau direct) al grupurilor simetrice de permutări ale elementelor claselor de echivalenţă din X 

[1], [3], [4]. Acest grup se notează astfel: 
µλλλ ⋅⋅⋅= S...SSG

21
 şi se defineşte în felul următor: 

pentru orice G∈α , 
j

Sj λ∈α , jXx ∈ , avem: 

 ( )( )( ) ( )xx,...,,...,,x jj21 α=ααααα µ , ( )µ= ,...,2,1j . (4) 
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Deci, prin permutările acestui grup, orice element x al mulţimii X este transformat într-

un element care aparţine aceleiaşi clase de echivalenţă ca şi x. 

Analog,considerăm şi grupul H de permutări al mulţimii Y: 

 
m21 lll S...SSH ⋅⋅⋅=  

Pentru orice H∈β , 
ili S∈β , iYy∈ , avem: 

 ( ) ( )( ) ( )yy,...,...,,y imi21 β=ββββ=β , ( )m,...,2,1i = . (5) 

Deci, prin permutările acestui grup, orice element y al mulţimii Y este transformat într-

un element care aparţine aceleiaşi clase de echivalenţă ca şi y. 

Se poate defini o relaţie de echivalenţă (ρ) pe mulţimea ( )Y,XB , în modul următor: f1 

~ f2 dacă există α∈G şi β∈H astfel încât f2 = β f1 α. 

Se poate demonstra că relaţia astfel definită este o relaţie de echivalenţă pe mulţimea 

bijecţiilor [1]. 

Relaţia (ρ ) de echivalenţă determină o partiţie a mulţimii ( )Y,XB  în clase de 

echivalenţă. Numărul acestor clase de echivalenţă se notează astfel: 

 ( ) ( )
( )µλλλ=ρ ,...,,n

l,...,l,ln
21

m21
G/Y,XB . (6) 

Observăm că problema expusă mai sus este echivalentă cu problema definirii 

receptorului dezechilibrat discret (RDD).  

Prin urmare, modelul matematic pentru receptorul dezechilibrat discret este bijecţia 

între două mulţimi multiple iar numărarea receptorilor dezechilibraţi discreţi (RDD) se reduce 

la numărarea  bijecţiilor între două mulţimi multiple [1], [3]. 

De asemenea, observăm că relaţia de dezechilibru definită pe mulţimea receptorilor 

discreţi este o relaţie de echivalenţă iar clasele de dezechilibru sunt clasele de echivalenţă 

corespuzătoare. 

3. Exemplu privind structura receptorilor dezechilibraţi discreţi de 

un anumit tip 

În continuare vom considera un caz particular şi anume vom determina numărul 

receptorilor dezechilibraţi discreţi de tipul 7 (3, 2, 2; 4, 3). Avem: ( )
( ) 8G 3,47

2,2,37 = . 
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Receptorii dezechilibraţi discreţi corespuzători sunt reprezentaţi în continuare (fig. 4).  

Fig. 4  Schemele receptorilor dezechilibraţi discreţi de tipul 7 (3, 2, 2; 4, 3) 

4. Algoritm de calcul pentru numărul N=N(RDD) 

Pentru calculul numărului: 

 ( )
( )µλλλ== ...,,,n

l...,,l,ln
21

m21
G)RDD(NN  

putem utiliza algoritmul dedus în [1],[3] şi pe care îl reproducem în continuare: 

a) Se calculează polinomul: 

 
µλλλ ⋅⋅⋅= P...PPP

21
,  

unde ( )
iii

x...,,x,xPP 21 λλλ =  este polinomul de tip Newton, de grad iλ , în iλ  

nedeterminate. 

Deci, ( )λ= x...,,x,xPP 21  va avea gradul n
1i

i =λ∑
µ

=
 şi λ  nedeterminate, unde 

( )µλλλ=λ ...,,,max 21 . 

b) Se înlocuieşte în P : 

 m211 y...yyx +++=  

 2
m

2
2

2
12 y...yyx +++=  

 ΚΚΚΚΚΚΚΚΚ  

 λλλ
λ +++= m21 y...yyx . 

c) Se calculează cu teorema multinomului coeficientul monomului m21 l
m

l
2

l
1 y...yy  din 

dezvoltarea lui P, care va fi chiar numărul căutat. 

Polinomul general de tip Newton are forma: 

 ∑

≥
=+++

=
0k...,,k,k

nnk...k2k

k
n

k
2

k
1

n
k

2
k

1
kn

n21
n21

n21

n21
x...xx

!kn...!k2!k1

1
P . 
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Aplicând formula generală de mai sus se obţin uşor primele patru polinoame de tip 

Newton: 

11 xP = ;          ( )2
2
12 xx

2

1
P += ;          ( )321

3
13 x2xx3x

6

1
P ++= ; 

( )4
2
2312

2
2

4
14 x6x3xx8xx6x

24

1
P ++++= . 

Algoritmul expus mai sus coincide cu metoda de numărare Pólya – de Bruijn aplicată 

în cazul problemei noastre [1]. 

5. Concluzii 

În prezenta lucrare s-a definit şi apoi s-a considerat un model matematic pentru 

receptorul dezechilibrat discret. Relaţia de dezechilibru definită pe mulţimea receptorilor 

dezechilibraţi discreţi este o relaţie de echivalenţă iar clasele de dezechilibru sunt clasele de 

echivalenţă corespuzătoare. Se determină numărul claselor de dezechilibru prin metode 

speciale de calcul. Printr-un program de calculator elaborat în acest sens, se obţine lista 

reprezentanţilor claselor de dezechilibru, deci lista receptorilor dezechilibraţi discreţi de un 

anumit tip care pot exista. Cu alte cuvinte, folosind modelul matematic pentru receptorul 

dezechilibrat discret se poate studia structura receptorilor dezechilibraţi de un anumit tip, se 

poate calcula numărul claselor de dezechilibru şi se poate obţine lista exhaustivă a 

reprezentanţilor claselor de dezechilibru respective. Unele aspecte ale problematicii abordate 

în lucrarea de faţă au fost iniţiate în teza de doctorat a autorului şi au fost dezvoltate în unele 

lucrări ulterioare (a se vedea lista bibliografică). 
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   Aspecte algebrice privind receptoarele dezechilibrate 
discrete m-fazate 

 

Vasile Mircea Popa 

 

Abstract 

The paper proposes an algebraic characterisation for unbalanced discreet loads. The 

algebraic model is the bijection between two finite multiple sets. The number of unbalanced 

discreet loads is the number of equivalence classes for equivalence relation defined onto bijection 

set. 

1. Introducere 

Vom considera un receptor dezechilibrat m - fazat şi schema echivalentă în conexiune stea. 

Presupunem că fazele sunt distincte între ele (discernabile). Dacă impedanţele din cele m faze sunt 

formate (prin înseriere) din impedanţe elementare (elemente fizice), vom numi receptorul m - fazat 

receptor dezechilibrat discret (RDD). [3], [4]. 

Presupunem că avem n impedanţe elementare, anume µ clase de impedanţe elementare 

diferite, clasa j conţinând λj impedanţe identice , deci:  

 n
1j

j =λ∑
µ

=
. (1) 

Cele m faze distincte ale receptorului legat în stea conţin câte li impedanţe elementare , cu: 

 nl
m

1i
i =∑

=

. (2) 

Schema unui astfel de receptor dezechilibrat discret este dată în figura 1. 

Un astfel de receptor dezechilibrat discret îl vom numi de tipul n ( l1, l2, ... , lm; λ1, λ2, ..., λµ 

). În cele ce urmează vom subînţelege că receptorii dezechilibraţi discreţi (RDD) pe care îi vom 

considera sunt de acest tip.  
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La transferul unor impedanţe elementare de pe o fază pe alta se obţin receptoare 

dezechilibrate diferite, care introduc diverse tipuri de dezechilibre în reţeaua din care fac 

parte. În particular, unele din aceste receptoare pot fi echilibrate, dar acestea pot fi considerate 

cazuri limită de receptoare dezechilibrate [3]. 

 
Fig.1 

O problemă care se pune imediat este determinarea numărului de dezechilibre posibile, 

cu alte cuvinte a numărului receptorilor dezechilibraţi discreţi. Numărul receptorilor 

dezechilibraţi discreţi care pot exista este finit şi îl notăm: 

 ( ) ( )
( )µλλλ== ,...,,n

l,...,l,ln
21

m21
GRDDNN . (3) 

Pentru calcul numărului ( )RDDNN =  se utilizează metode din matematica discretă, 

mai exact, din combinatorică [1], [2], [3]. 

2. Modelul algebric pentru RDD 

Modelul algebric pentru receptorul dezechilibrat discret este bijecţia între două 

mulţimi multiple. [3], [4]. Considerăm două mulţimi finite X şi Y având acelaşi număr de 

elemente: nYX == , precum şi mulţimea bijecţiilor YX:f → , mulţime pe care o notăm 

XY . 

Să considerăm o relaţie de echivalenţă ( ρ1 ) definită pe mulţimea X, care determină o 

partiţie a mulţimii X în µ clase de echivalenţă Xj conţinând câte λj elemente, adică jjX λ= , 

( )µ= ,...,2,1j . Elementele unei clase de echivalenţă vor fi denumite echivalente sau identice. 

La fel, considerăm o relaţie de echivalentă ( ρ2 ) definită pe mulţimea Y, care determină o 

partiţie a mulţimii Y în m clase de echivalenţă Yi conţinând câte li elemente, adică ii lY = , 

( )m,...,2,1i = . În acest fel, mulţimile X şi Y devin mulţimi multiple, adică mulţimi în care 

elementele se pot repeta. Utilizând această terminologie, putem spune că mulţimea X conţine 

µ elemente distincte, elementul j repezându-se de λj ori ( µ= ,...,2,1j ). Asemănător, pentru 

mulţimea Y. 

Vom considera acum un grup G de permutări al mulţimii X şi anume produsul simplu 

(sau direct) al grupurilor simetrice de permutări ale elementelor claselor de echivalenţă din X 

[1], [2], [3].  
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Acest grup se notează astfel: 
µλλλ ⋅⋅⋅= S...SSG

21
 şi se defineşte în felul următor: 

pentru orice G∈α , 
j

Sj λ∈α , jXx ∈ , avem: 

 ( )( )( ) ( )xx,...,,...,,x jj21 α=ααααα µ , ( )µ= ,...,2,1j . (4) 

Definiţia este consistentă. Într-adevăr, deoarece G este o submulţime finită a lui Sn, 

pentru ca G să fie un grup de permutări al mulţimii X (subgrup al grupului simetric Sn) este 

suficient să verificăm că pentru orice α, GG ∈α′α⇒∈α′  (am notat cu α′α  compunerea 

permutărilor α  şi α′ ). Fie ( )µαααα=α ,...,,...,, j21  şi ( )µα′α′α′α′=α′ ,...,,...,, j21 . Pentru 

orice jXx ∈ , avem conform definiţiei:  

 ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )xxxxx jjjjj α′α=α′α=α′α=α′α=α′α . 

Se obţine deci: 

 ( )µµα′αα′αα′αα′α=α′α ,...,,...,, jj2211 , 

şi se observă că G∈α′α . 

Prin urmare G este un grup de permutări al mulţimii X. Am utilizat teorema de 

caracterizare a subgrupurilor finite [1], [2]. Deci, prin permutările acestui grup, orice element 

x al mulţimii X este transformat într-un element care aparţine aceleiaşi clase de echivalenţă ca 

şi x. 

Analog,considerăm şi grupul H de permutări al mulţimii Y: 

 
m21 lll S...SSH ⋅⋅⋅= . 

Pentru orice H∈β , 
ili S∈β , iYy∈ , avem: 

 ( ) ( )( ) ( )yy,...,...,,y imi21 β=ββββ=β , ( )m,...,2,1i = . (5) 

Deci, prin permutările acestui grup, orice element y al mulţimii Y este transformat într-

un element care aparţine aceleiaşi clase de echivalenţă ca şi y. 

Se poate defini o relaţie de echivalenţă (ρ) pe mulţimea Yx, în modul următor: f1 ~ f2 

dacă există α∈G şi β∈H astfel încât f2 = β f1 α. Să demonstrăm că relaţia astfel definită este o 

relaţie de echivalenţă pe mulţimea bijecţiilor f : X → Y, în raport cu grupurile G şi H de 

permutări. 

Relaţia este reflexivă: f ~ f, deoarece f = ε2 f ε1, unde ε1∈G şi ε2 ∈H sunt permutările 

identice din cele două grupuri de permutări. Relaţia este simetrică: f1 ~ f2 ⇒ f2 ~ f1. Într-

adevăr, f2 = β f1 α conduce la f1 = β-1 f2 α-1, unde α-1∈G şi β-1∈H,ceea ce probează afirmaţia. 

Relaţia este tranzitivă: f1 ~ f2 şi f2 ~ f3 ⇒ f1 ~ f3. Într-adevăr, din f2 = β f1 α şi f3 = β' f2 α' 

rezultă α ′′β ′′=α′αββ′= 113 fff , unde H∈β ′′=β′β  şi G∈α ′′=α′α . 

Relaţia ( ρ ) de echivalenţă determină o partiţie a mulţimii Y x în clase de echivalenţă. 

Numărul acestor clase de echivalenţă se notează astfel: 

 ( )
( )µλλλ=ρ ,...,,n

l,...,l,ln
x 21

m21
G/Y . (6) 
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Observăm că problema expusă mai sus este echivalentă cu problema definirii 

receptorului dezechilibrat discret (RDD). Considerăm n impedanţe elementare (µ clase de 

impedanţe, clasa j conţinând λj impedanţe identice, deci ∑
µ

=

=λ
1j

j n ) şi m faze, faza i primind li 

impedanţe elementare înseriate, cu nl
m

1i
i =∑

=

. Se distribuie cele n impedanţe în cele m faze. 

Numărul de distribuiri posibile este: 

 ( ) ( )
( )µλλλ== ,...,,n

l,...,l,ln
21

m21
GRDDNN . (7) 

3. Concluzii 

Prin urmare, modelul matematic pentru receptorul dezechilibrat discret este bijecţia 

între două mulţimi multiple iar numărarea receptorilor dezechilibraţi discreţi (RDD) se reduce 

la numărarea  bijecţiilor între două mulţimi multiple [4]. 

De asemenea, observăm că relaţia de dezechilibru definită pe mulţimea receptorilor 

discreţi este o relaţie de echivalenţă iar clasele de dezechilibru sunt clasele de echivalenţă 

corespuzătoare. Autorul aceste lucrari a elaborat patru metode pentru calculul numarului 

N(RDD) [3]. 
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Metode pentru analiza claselor de dezechilibru ale 

receptoarelor m-fazate 

 

Vasile Mircea Popa 

 

Abstract 

This paper presents methods for m – phased loads unbalanced classes analysis. Four methods 

are presented and the enumeration method is detailed. The respective algorithm was programmed 

on the electronic computer. 

1. Introducere 

Receptorul dezechilibrat discret m - fazat de tipul ),...,,;l,...,l,l(n 21m21 µλλλ  a fost definit în 

unele lucrări anterioare [4], [5]. 

Autorul prezentei lucrări a elaborat patru metode pentru calculul numărului N(RDD). 

Acestea sunt: 

1.Metoda enumerării 

2.Metoda polinoamelor de tip Newton 

3.Metoda de recurenţă 

4.Metoda reducerii ordinului. 

Metoda polinoamelor de tip Newton a fost expusă în lucrarea [4]. În continuare vom 

prezenta metoda enumerării. 
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2. Metoda enumerării 

Această metodă se bazează pe observaţia că numărul N este egal cu numărul soluţiilor 

sistemului: 

 













==

µ=λ=

∑

∑
µ

=

=

m...,,2,1i;lx

...,,2,1j;x

i
1j

ji

j

m

1i
ji

 (1) 

unde 0x;0l, jiij ≥>λ  sunt numere naturale. 

Acest sistem are mµ  necunoscute şi 1m −+µ  ecuaţii independente (datorită condiţiei 

nl
m

1i
i

1j
j ==λ ∑∑

=

µ

=

). Prin urmare, gradul de nedeterminare al sistemului este: 

 ( ) ( )( )1m11mm −−µ=−+µ−µ . (2) 

Se observă că numărul N reprezintă de asemenea numărul matricilor cu µ  linii şi m 

coloane, conţinând numere naturale, la care sumele liniilor, respectiv ale coloanelor sunt 

impuse: 

 

m21

m222212

m112111

m21

xxx

xxx

xxx

llln

µµµµλ

λ
λ

Κ
Μ

Κ
Κ
Κ

 (3) 

Metoda enumerării aplicată "manual" constă în construirea efectivă a matricilor de 

tipul (3) şi numărarea lor. Este evident că pentru n mare această variantă este total nepractică. 

Pe baza metodei enumerării s-a realizat un program de calculator (numit programul 

RDD) care generează sistematic matrici de tipul (3) şi în final dă numărul acestor matrici. 

Problema se reduce la determinarea matricilor reduse de dimensiuni 1−µ  şi 1m − , în care 

variabilele jix  iau valori naturale cuprinse între 0 şi o valoare maximă iar suma lor este mai 

mare sau egală decât numărul 11ln λ−− . 

Putem scrie : 

 ( )i,1ji3i2i1i,j3j2jjji x...xxl;x...xxminx0 −− −−−−−−−−λ≤≤  (4) 
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 11

m

2i
ji

2j

lnxS λ−−≥= ∑∑
=

µ

=

 (5) 

cu referire la matricea : 

 



























=

µµµµ mi32

jmji3j2j

m3i33332

m2i22322

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

M

ΚΚ
Μ

ΚΚ
Μ

ΚΚ
ΚΚ

 (6) 

Numărul matricilor reduse de tipul (6) coincide cu numărul matricilor (3) şi este deci 

chiar N(RDD). 

Câteva exemple numerice obţinute: 

 ( )
( ) 618G 1,1,2,2,28

1,1,1,2,38 =  (7) 

 ( )
( ) 1173G 1,1,2,2,39

1,1,2,2,39 =  (8) 

 ( )
( ) 1980G 1,1,1,3,39

1,1,1,2,2,29 =  (9) 

 ( )
( ) 1830G 2,2,3,310

2,2,2,2,210 =  (10) 

 ( )
( ) 1875G 1,1,1,1,2,2,210

1,2,2,510 =  (11) 

 ( )
( ) 3510G 1,1,1,1,2,2,210

1,1,1,2,510 =  (12) 

 ( )
( ) 2211G 10,10,1030

10,10,1030 =  (13) 

Programul RDD permite obţinerea numerelor N(RDD) în timpi variind de la o 

fracţiune de secundă la câteva minute, în cazul valorilor mari (de ordinul milioanelor). 

Utilizând metoda enumerării, respectiv programul de calculator RDD, s-au calculat toate 

valorile lui N(RDD) pentru n≤10. Tabelele cu numerele N(RDD) sunt date în lucrarea [5]. 

Tabelele conţin numerele claselor de dezechilibru pentru receptori dezechilibraţi 

discreţi de tipul ),...,,;l,...,l,l(n 21m21 µλλλ . Numărul n este notat în colţul din stânga-sus al 

fiecărui tabel. Indicii inferiori sunt marcaţi în partea stângă a tabelelor, sub forma 

)l,...,l,l( m21 . Indicii superiori sunt marcaţi în partea superioară a tabelelor, sub forma 

),...,,( 21 µλλλ . La intersecţia liniei şi a coloanei respective se citeşte numărul N=N(RDD).  
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Tabelele sunt exhaustive şi prezintă simetrie faţă de diagonala principală, datorită 

proprietăţii de simetrie.  

Marele avantaj al utilizării programului de calculator este posibilitatea calculării unor 

numere N(RDD) pentru un n oarecare, când nu dispunem de tabelele cu numerele N(RDD) 

pentru n-1, n-2, ... (necesare pentru metoda recursivă). În acest caz, comparaţia cu una din 

metodele manuale de calcul (metoda enumerării, metoda polinoamelor de tip Newton, metoda 

de recurenţă, metoda reducerii ordinului) evidenţiază avantajul absolut , incontestabil al 

utilizării programului de calculator. 
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Metodă recursivă pentru determinarea numărului 
receptoarelor dezechilibrate discrete 

 

Vasile Mircea Popa 

 

Abstract 

The paper proposes a recursive method for unbalanced discreet loads number calculation. 

The numbers N (RDD) can be determined recursively, using recurrence relations. At the end of the 

paper a numerical computational example is presented. 

1. Introducere 

Vom considera un receptor dezechilibrat m-fazat şi schema echivalentă în conexiune stea. 

Presupunem că fazele sunt distincte între ele (discernabile). Dacă impedanţele din cele m faze sunt 

formate (prin înseriere) din impedanţe elementare (elemente fizice), vom numi receptorul m-fazat 

receptor dezechilibrat discret (RDD) [3], [4]. 

Presupunem că avem n impedanţe elementare, anume µ clase de impedanţe elementare 

diferite, clasa j conţinând jλ  impedanţe identice, deci: 

 n
1j

j =λ∑
µ

=

. (1) 

Cele m faze distincte ale receptorului legat în stea conţin câte li impedanţe elementare , cu:

 nl
m

1i
i =∑

=

. (2) 

Schema unui astfel de receptor dezechilibrat discret este dată in figura 1. 



116 Vasile Mircea Popa 

Un astfel de receptor dezechilibrat discret îl vom numi de tipul 

),...,,;l,...,l,l(n 21m21 µλλλ . În cele ce urmează vom subînţelege că receptorii dezechilibraţi 

discreţi (RDD) pe care îi vom considera sunt de acest tip.  

La transferul unor impedanţe elementare de pe o fază pe alta se obţin receptoare 

dezechilibrate diferite, care introduc diverse tipuri de dezechilibre în reţeaua din care fac 

parte. În particular, unele din aceste receptoare pot fi echilibrate, dar acestea pot fi considerate 

cazuri limită de receptoare dezechilibrate [4]. 

 

Fig.1 

O problemă care se pune imediat este determinarea numărului de dezechilibre posibile, 

cu alte cuvinte a numărului receptorilor dezechilibraţi discreţi. Numărul receptorilor 

dezechilibraţi discreţi care pot exista este finit şi îl notăm : 

 ( ) ( )
( )µλλλ== ,...,,n

l,...,l,ln
21

m21
GRDDNN . (3) 

Pentru calcul numărului ( )RDDNN =  se utilizează metode din matematica discretă, 

mai exact, din combinatorică [1], [2], [4]. 

În prezenta lucrare va fi expusă metoda recursivă pentru calculul numărului N(RDD) 

al receptoarelor dezechilibrate discrete. 

2. Metoda recursivă (de recurenţă) 

Numărul claselor de dezechilibru pentru receptoarele dezechilibrate discrete se poate 

determina cu ajutorul unor formule de recurenţă. Acestea permit calculul numărului N(RDD) 

de ordin n cu ajutorul unor numere N(RDD) de ordine mai mici. Formulele de recurenţă se 

deduc uşor, pornind de la definiţia numărului N(RDD). Prin ordonarea descrescătoare a 

indicilor superiori şi inferiori şi utilizarea proprietăţii de simetrie facem ca : 
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 ( )m21m21 ...,,,,l...,,l,lmin λλλ=λµ  (4) 

a) dacă 1=λµ , avem: 

 ( )
( )

( )
( )

∑
−µµ λλλ−

−−
λλλ =

R

,...,,1n
l,...,ll,...,l,l1n

,...,,n
l,...,l,ln

121

mi21

21

m21
GG  (5) 

unde R este mulţimea soluţiilor ecuaţiei: 

 1x...xx m21 =+++  (6) 

în numere naturale, cu ( )m...,,2,1i,1x0 i =≤≤ . 

Numărul soluţiilor acestei ecuaţii este: 

 mcR 1
m ==  (combinări cu repetiţie). (7) 

b) Dacă 2=λµ , avem: 

 ( )
( )

( )
( )

∑
−µµ λλλ−

−−
λλλ =

R

,...,,2n
l,...,2l,...,l,l2n

,...,,n
l,...,l,ln

121

mi21

21

m21
GG  (8) 

unde R este mulţimea soluţiilor ecuaţiei: 

 2x...xx m21 =+++  (9) 

în numere naturale, cu ( )m...,,2,1i,2x0 i =≤≤ . 

Numărul soluţiilor acestei ecuaţii este: 

 
( )

2

1mm
cR 2

m

+== . (10) 

c) Dacă 3=λµ , avem: 

 ( )
( )

( )
( )

∑
−µµ λλλ−

−−
λλλ =

R

,...,,3n
l,...,3l,...,l,l3n

,...,,n
l,...,l,ln

121

mi21

21

m21
GG  (11) 

unde R este mulţimea soluţiilor ecuaţiei: 

 3x...xx m21 =+++  (12) 

în numere naturale, cu ( )m...,,2,1i,3x0 i =≤≤ . 

Numărul soluţiilor acestei ecuaţii este: 

 
( )( )

6

2m1mm
cR 3

m

++== . (13) 

Lista acestor formule de recurenţă poate fi continuată, dar aplicarea lor devine tot mai 

grea, datorită creşterii lui R . 



118 Vasile Mircea Popa 

Foarte simplă şi avantajoasă este aplicarea primelor două formule de recurenţă, deci 

pentru 1=λµ  şi 2=λµ . 

Vom ilustra metoda printr-un exemplu. 

Să se calculeze numărul ( )
( )1,2,3,410

2,2,3,310GN = . 

Aplicând  formula (5) obţinem: 

 ( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

3928721092

G2G2GGGGN 2,3,49
1,2,3,39

2,3,49
2,2,2,39

2,3,49
1,2,3,39

2,3,49
2,1,3,39

2,3,49
2,2,2,39

2,3,49
2,2,3,29

=⋅+⋅=
=⋅+⋅=+++=

 

Este evident că aplicarea metodei de recurenţă pentru N(RDD) presupune cunoaşterea 

valorii unor astfel de numere de ordine inferioare ( 1n − , 2n − , ...). 
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O metodă de reducere pentru calculul numărului 
receptoarelor dezechilibrate discrete m-fazate 

 

Vasile Mircea Popa 

 

Abstract 

A Reducing Method for the m-Phased Discreet Unbalanced Loads Number Calculation 

The paper proposes a new method for calculating the number of equivalence classes for 

discreet unbalanced loads, the order reducing method. The discreet unbalanced load is defined in 

this paper. This paper presents a method for unbalanced discreet loads number calculation. Four 

methods are presented and the reducing method is also detailed. At the end of the paper the 

conclusions and references are presented. 

1. Introducere 

Considerăm un receptor dezechilibrat m-fazat şi schema echivalentă în conexiunea stea (fig. 

1). 

 
Fig. 1. Receptor dezechilibrat m-fazat şi schema echivalentă în stea 

În fazele receptorului se găsesc impedanţele complexe m21 Z,...,Z,Z şi considerăm fazele 

distincte (discernabile). 

Dacă aceste impedanţe sunt formate (prin înseriere) din impedanţe elementare (elemente 

fizice), vom numi receptorul m-fazat receptor dezechilibrat discret (RDD) [4], [5], [6]. 
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Presupunem că avem n impedanţe elementare, anume µ clase de impedanţe elementare 

diferite, clasa j conţinând λj impedanţe identice, deci:  

 ∑
µ

=

=λ
1j

j n . (1) 

Cele m faze distincte ale receptorului legat în stea conţin câte li impedanţe elementare, 

cu: nl
m

1i
i =∑

=

. (2) 

Schema unui astfel de receptor dezechilibrat discret este dată in figura 2. 

 
Fig.2. Schema unui receptor dezechilibrat discret (RDD) 

Un astfel de receptor dezechilibrat discret îl vom numi de tipul n (l1, l2, ... , lm; λ1, λ2, 

..., λµ). În cele ce urmează vom subînţelege că receptorii dezechilibraţi discreţi (RDD) pe care 
îi vom considera sunt de acest tip. 

La transferul unor impedanţe elementare de pe o faza pe alta se obţin receptoare 
dezechilibrate diferite, care introduc diverse tipuri de dezechilibre în reţeaua din care fac 
parte. 

În particular, unele din aceste receptoare pot fi echilibrate, dar acestea pot fi 
considerate cazuri limită de receptoare dezechilibrate, în conformitate cu punctul de vedere 
evidenţiat în lucrarea [5]. 

O problemă care se pune imediat este determinarea numărului de dezechilibre posibile, 
cu alte cuvinte a numărului receptorilor dezechilibraţi discreţi. 

Numărul receptorilor dezechilibraţi discreţi care pot exista este finit şi îl notăm: 

 ( ) ( )
( )u21

m21

,...,,n
l,...,l,lnGRDDNN λλλ== . (3) 

Pentru calcul numărului N = N (RDD) se utilizează metode din matematica discretă, 
mai exact, din combinatorică [4], [5]. 

2. Metode pentru calculul numărului N(RDD) 

Autorul prezentei lucrări a elaborat patru metode pentru calculul numărului N(RDD). 
Acestea sunt: 

1. Metoda enumerării [5], [6] 
2. Metoda polinoamelor de tip Newton [4] 
3. Metoda de recurenţă [5] 
4. Metoda reducerii ordinului. 
Primele trei metode sunt dezvoltate în referinţele bibliografice indicate. 
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În continuare vom prezenta metoda reducerii ordinului. 

3. O metodă de reducere a ordinului 

Considerăm simbolul general: 

 ( ) ( )
( )µλλλ== ...,,,n

l...,,l,ln
21

m21
GRDDNN  (4) 

Dacă nl 11 >λ+ , putem afirma că: 

 ( )
( )

( )
( )µµ λλ−λ−−

λ−λ−−
λλλ = ...,,,lnln2

l...,,l,nln2
...,,,n

l...,,l,ln
2111

m2111

21

m21
GG  (5) 

şi ordinul este redus. 
Să considerăm matricea: 

 

m21

m222212

m112111

m21

xxx

xxx

xxx

llln

µµµµλ

λ
λ

Λ
ΜΜ

Λ
Λ
Λ

 (6) 

Separând primul rând şi prima coloană, obţinem matricea redusă, de dimensiuni 

( )( )1m1 −−µ . 

Fie νN  numărul de cazuri în care matricea redusă ia valoarea ν  (suma elementelor). 

Fie simbolurile: ( )
( )

n
...,,,n

l...,,l,ln GG 21

m21
=µλλλ  (7) 

 ( )
( )

1n
...,,,11n

l...,,l,1l1n GG 21

m21 −
λλ−λ−

−− =µ  (8) 

 ( )
( )

2n
...,,,22n

l...,,l,2l2n GG 21

m21 −
λλ−λ−

−− =µ  (9) 

 ( )
( )

3n
...,,,33n

l...,,l,3l3n GG 21

m21 −
λλ−λ−

−− =µ . (10) 

Putem afirma că: 

-dacă nl 11 =λ+  01nn NGG += −  (11) 

 102nn NNGG ++= −  (12) 

 2103nn NNNGG +++= −  (13) 

-dacă 1nl 11 −=λ+  11nn NGG += −  (14) 

 212nn NNGG ++= −  (15) 

-dacă 2nl 11 −=λ+  21nn NGG += −  (16) 

Vom calcula numerele ( )2,1,0,N =νν . 

În simbolul general: ( ) ( )
( )µλλλ== ...,,,n

l...,,l,ln
21

m21
GRDDNN  (17) 

aplicăm proprietatea de simetrie, astfel încât 11l λ≥ . Indicii inferiori şi superiori sunt în 

ordine descrescătoare: 

 µλ≥≥λ≥λ ...21  (18) 

 m21 l...ll ≥≥≥ . (19) 

În mulţimea de numere µλλλ ...,,, 21 , facem următoarele notaţii: 
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1α  = numărul de cifre 1; 2α  = numărul de cifre 2; …, 1−να  = numărul de cifre 1−ν , να  = 

numărul de cifre ν  sau mai mari decât ν . 

Putem afirma că: 1...21 −µ=α++α+α ν  (20) 

Obţinem expresiile: 1N0 =  (21) 

 ( )( )1m1N1 −−µ=  (22) 

 ( )
( ) ( )( )

( )
( )2ln,1,1ln

l...,,lln
2ln,2ln

l...,,lln22
11

n21

11

m21
G

2

21
GN −−−

−
−−−

−
−µ−µ+α= . (23) 

Metoda reducerii ordinului constă în aplicarea relaţiilor: (5), (11), ..., (16) şi (21), (22), 
(23). 

Similar cu metoda de recurenţă, metoda reducerii ordinului pentru calculul numerelor 
N(RDD) presupune cunoaşterea valorilor unor asemenea numere de ordin inferior. 

4. Concluzii 

Dintre metodele “manuale” de calcul, deosebit de practice sunt formulele de reducere a 

ordinului pentru l1 + λ1 > n; l1 + λ1 = n; l1 + λ1 = n - 1. Deci, 3 formulele de calcul simple 
cu care se pot calcula din aproape în aproape orice tabele cu numere N(RDD), bazându-ne pe 
cele existente (anterioare,cu n mai mic). 
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Analiza asistată de calculator a receptoarelor 
dezechilibrate discrete m-fazate 

 
Vasile Mircea Popa 

 
 

Abstract 
 
 
 

The Computer Aided Analysis of the m-Phased Discreet Unbalanced Loads 
The paper proposes a computer program for calculating the number of equivalence classes 

for discreet unbalanced loads. The determination of this number is a combinatorial problem of 
distributing n impedances (µ classes of impedances where the class j contains λj equivalent 
impedances) in m phases of capacity li. The enumeration method algorithm was programmed on the 
electronic computer. In the paper numerical computational examples are given. 

 
 

1.  Introducere 
 
Considerăm un receptor dezechilibrat m-fazat şi schema echivalentă în conexiunea stea. În 

fazele receptorului se găsesc impedanţele complexe 1Z , 2Z ,..., mZ  şi considerăm fazele distincte 

(discernabile). Dacă aceste impedanţe sunt formate (prin înseriere) din impedanţe elementare 
(elemente fizice), vom numi receptorul m-fazat receptor dezechilibrat discret (RDD). [4], [5], [6]. 

Presupunem că avem n impedanţe elementare, anume µ clase de impedanţe elementare 
diferite, clasa j conţinând jλ  impedanţe identice. Cele m faze distincte ale receptorului legat în stea 

conţin câte il  impedanţe elementare. Un astfel de receptor dezechilibrat discret îl vom numi de tipul 

),...,,;l,...,l,l(n 21m21 µλλλ . În cele ce urmează vom subînţelege că receptorii dezechilibraţi discreţi 

(RDD) pe care îi vom considera sunt de acest tip.  
O problemă care se pune imediat este determinarea numărului de dezechilibre posibile, cu 

alte cuvinte a numărului receptorilor dezechilibraţi discreţi. 
Numărul receptorilor dezechilibraţi discreţi care pot exista este finit şi îl notăm :

 ( ) ( )
( )u21

m21

,...,,n
l,...,l,lnGRDDNN λλλ== . (1) 

Pentru calcul numărului N = N (RDD) se utilizează metode din matematica discretă, mai 
exact, din combinatorică [4], [5]. 
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2.  Metode pentru analiza receptoarelor dezechilibrate discrete 
 
Autorul prezentei lucrări a elaborat patru metode pentru calculul numărului N(RDD). 

Acestea sunt: 
1. Metoda enumerării 
2. Metoda polinoamelor de tip Newton 
3. Metoda de recurenţă 
4. Metoda reducerii ordinului. 

În continuare vom prezenta metoda enumerării. 
Această metodă se bazează pe observaţia că numărul N este egal cu numărul soluţiilor 

sistemului: 













==

µ=λ=

∑

∑
µ

=

=

m...,,2,1i;lx

...,,2,1j;x

i
1j

ji

j

m

1i
ji

 (2) 

unde 0x;0l, jiij ≥>λ  sunt numere naturale. 

Acest sistem are mµ  necunoscute şi 1m −+µ  ecuaţii independente (datorită condiţiei 

nl
m

1i
i

1j
j ==λ ∑∑

=

µ

=

). Prin urmare, gradul de nedeterminare al sistemului este:  

 ( ) ( )( )1m11mm −−µ=−+µ−µ  (3) 
Se observă că numărul N reprezintă de asemenea numărul matricilor cu µ  linii şi m 

coloane, conţinând numere naturale, la care sumele liniilor, respectiv ale coloanelor sunt impuse: 

 

m21

m222212

m112111

m21

xxx

xxx

xxx

llln

µµµµλ

λ
λ

Κ
Μ

Κ
Κ
Κ

 (4) 

Metoda enumerării aplicată "manual" constă în construirea efectivă a matricilor de tipul 
(4) şi numărarea lor. Este evident că pentru n mare această variantă este total nepractică. 

 

3.  Analiză asistată de calculator 
 
Pentru valori mari ale lui n, calculul numărului N(RDD) prin metodele arătate anterior 

este dificil. 
Pe baza metodei enumerării s-a realizat un program de calculator (numit programul RDD) 

care generează sistematic matrici de tipul (4) şi în final dă numărul acestor matrici. Problema se 
reduce la determinarea matricilor reduse de dimensiuni 1−µ  şi 1m − , în care variabilele jix  iau 

valori naturale cuprinse între 0 şi o valoare maximă iar suma lor este mai mare sau egală decât 
numărul 11ln λ−− . 

Putem scrie : 
 ( )i,1ji3i2i1i,j3j2jjji x...xxl;x...xxminx0 −− −−−−−−−−λ≤≤  (5) 

 11

m

2i
ji

2j

lnxS λ−−≥= ∑∑
=

µ

=

 (6) 

cu referire la matricea: 
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

























=

µµµµ mi32

jmji3j2j

m3i33332

m2i22322

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

M

ΚΚ
Μ

ΚΚ
Μ

ΚΚ
ΚΚ

 (7) 

Numărul matricilor reduse de tipul (7) coincide cu numărul matricilor (4) şi este deci 
chiar N(RDD). 

În continuare vom prezenta câteva rezultate numerice obţinute utilizând programul de 
calculator RDD. Primele cinci rezultate ar putea fi obţinute şi prin una din metodele “manuale” 
de calcul. 

 

( )
( ) 618G 1,1,2,2,28

1,1,1,2,38 =  ( )
( ) 1173G 1,1,2,2,39

1,1,2,2,39 =  

( )
( ) 1980G 1,1,1,3,39

1,1,1,2,2,29 =  ( )
( ) 1830G 2,2,3,310

2,2,2,2,210 =  

( )
( ) 1875G 1,1,1,1,2,2,210

1,2,2,510 =  ( )
( ) 2211G 10,10,1030

10,10,1030 =  

Ecranul programului RDD este prezentat în figura 1: 
 

 

Fig. 1 Ecranul programului RDD (ecranul de lucru) 
 
Programul RDD permite obţinerea numerelor N(RDD) în timpi variind de la o fracţiune 

de secundă la câteva minute, în cazul valorilor mari (de ordinul milioanelor). Utilizând metoda 
enumerării, respectiv programul de calculator RDD, s-au calculat toate valorile lui N(RDD) 
pentru n≤10. Tabelele cu numerele N(RDD) sunt date în lucrarea [5]. Tabelele conţin numerele 
claselor de dezechilibru pentru receptori dezechilibraţi discreţi de tipul 

),...,,;l,...,l,l(n 21m21 µλλλ . Numărul n este notat în colţul stânga-sus al fiecărui tabel. Indicii 
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inferiori sunt marcaţi în partea stângă a tabelelor, sub forma )l,...,l,l( m21 . Indicii superiori sunt 

marcaţi în partea superioară a tabelelor, sub forma ),...,,( 21 µλλλ . 

La intersecţia liniei şi a coloanei respective se citeşte numărul N=N(RDD).  
Tabelele sunt exhaustive şi prezintă simetrie faţă de diagonala principală.  
 

4.  Concluzii 
 
Numerele N = N(RDD) sunt cu atât mai “simple” (mai mici şi mai uşor de calculat) cu 

atât ordinul n este mai mic. Din acest motiv, tabelele s-au calculat în ordinea prezentată, adică 
începând cu n = 1, continuând cu n = 2 ş.a.m.d. până la n = 10. Dintre metodele “manuale” de 
calcul, deosebit de practice sunt formulele de recurenţă pentru 1=λµ  şi 2=λµ  şi formulele de 

reducere a ordinului pentru nl 11 >λ+ ; nl 11 =λ+ ; 1nl 11 −=λ+ . Deci, 5 formulele de calcul 
simple cu care se pot calcula din aproape în aproape orice tabel, bazându-ne pe cele existente 
(anterioare). Totuşi un astfel de calcul ,,manual” al primelor 10 tabele cu numerele N(RDD) 
necesită circa 40 de ore de calcul. 

Programul de calculator RDD, scris în limbajul C şi rulat pe un calculator AMD K7 750 
MHz, 128 MB memorie RAM şi 20 GB pentru HDD permite efectuarea aceluiaşi calcul în circa 
8 ore (aici este evident inclus şi timpul necesar introducerii datelor). Marele avantaj al utilizării 
programului de calculator este posibilitatea calculării unor numere N(RDD) pentru un n 
oarecare, când nu dispunem de tabelele cu numerele N(RDD) pentru n-1, n-2, ... (necesare pentru 
metoda recursivă). În acest caz, comparaţia cu una din metodele manuale de calcul (metoda 
enumerării, metoda polinoamelor de tip Newton, metoda de recurenţă, metoda reducerii 
ordinului) evidenţiază avantajul absolut, incontestabil al utilizării programului de calculator. 

Programul de calculator RDD, cu o minimă modificare, permite şi afişarea structurii 
receptoarelor dezechilibrate discrete prin intermediul matricii reprezentative (4). 
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Tabel 

care indică unde au mai fost publicate articolele. 
 
 
 
 

Articolul Unde a mai fost publicat 
A Mathematical Model for Unbalanced 
Classes Analysis of Polyphasic Loads. 
 

International Workshop in Electrotechnics, 
Cluj-Napoca, 17-20 august 1995, Acta 
Electrotehnica Napocensis, vol.36, nr. 1, 
ISSN 1224-2497, pag. 91-92. 

The Algebraic Characterization of Discreet 
Unbalanced Loads. 
 

Acta Universitatis Cibiniensis, vol. XXXII , 
Technical series, A. Electrical Engineering 
and Electronics, ISSN 1221-4930, Sibiu, 
1999, pag. 33-34. 

Methods for Calculating the Number of 
Discreet Unbalanced Loads. 
 

Acta Universitatis Cibiniensis, vol. XXXII, 
Technical series, A. Electrical Engineering 
and Electronics, ISSN 1221-4930, Sibiu, 
1999, pag. 31-32. 

The Recurrence Method for Calculating the 
Unbalanced Classes Number of m-Phased 
Loads. 
 

Acta Universitatis Cibiniensis, vol. 
XXXII,Technical series,A. Electrical 
Engineering and Electronics, ISSN 1221-
4930, Sibiu, 1999, pag. 29-30. 

The Order Reducing Method for Determining 
the Number of Discreet Unbalanced Loads. 
 

Acta Universitatis Cibiniensis, vol. XLVI, 
Technical series, H. Electrical Engineering 
and Electronics, ISSN 1221-4949, Sibiu, 
2001, (nivel internaţional), pag. 61-66. 

Model matematic al receptorului 
dezechilibrat discret. 
 

Lucrările celei de A VIII-a Conferinţe 
Naţionale multidisciplinare – cu participare 
internaţională – „Profesorul Dorin Pavel – 
fondatorul hidroenergeticii româneşti”, 
Sebeş, 30-31 mai 2008; Volumul „Ştiinţă şi 
Inginerie” (vol. 13), ISBN  973-8130-82-4, 
pag. 229-234. 

Aspecte algebrice privind receptoarele 
dezechilibrate discrete m-fazate. 
 

Sesiunea de comunicări ştiinţifice a 
Universităţii “Petru Maior”, Târgu Mureş, 
27-28 octombrie 2000, Volumul 7, 
Electroenergentică, ISBN 973-8084-19-9, 
pag. 197-200. 

Metode pentru analiza claselor de 
dezechilibru ale receptoarelor m-fazate. 
 

Sesiunea de comunicări ştiinţifice a Academiei 
Forţelor Terestre “Nicolae Bălcescu”, 
TEHNOMIL 2001, Sibiu, 27 aprilie 2001, 
Volum, Electronică şi Electrotehnică, ISBN 
973-8088-48-8, pag. 103-106. 

Metodă recursivă pentru determinarea 
numărului receptoarelor dezechilibrate 
discrete. 
 

Sesiunea de comunicări ştiinţifice a Academiei 
Forţelor Terestre “Nicolae Bălcescu”, 
TEHNOMIL 2001, Sibiu, 27 aprilie 2001, 
Volum, Electronică şi Electrotehnică, ISBN 
973-8088-48-8, pag. 107-110. 



130 Vasile Mircea Popa 

O metodă de reducere pentru calculul 
numărului receptoarelor dezechilibrate 
discrete m-fazate. 
 

A III-a Sesiune de Comunicări Ştiinţifice cu 
participare internaţională, Hunedoara, 4-5 
octombrie 2001; Universitatea “Politehnica” 
din Timişoara, Analele Facultăţii de Inginerie 
din Hunedoara, Tomul III, Fascicola 2, ISSN 
1454-6531, pag. 44-47. 

Analiza asistată de calculator a receptoarelor 
dezechilibrate discrete m-fazate. 
 

A III-a Sesiune de Comunicări Ştiinţifice cu 
participare internaţională, Hunedoara, 4-5 
octombrie 2001; Universitatea “Politehnica” 
din Timişoara, Analele Facultăţii de Inginerie 
din Hunedoara, Tomul III, Fascicola 2, ISSN 
1454-6531, pag. 48-51. 
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