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PREFAŢĂ  

Cea  mai  mare  parte  a  energiei  electrice  produse  în  lume  în  momentul  de  faţă  este  în  regim  
trifazat.  Acest  sistem  a  fost  introdus  de  Nikola  Tesla  în  1887.  Se  ştie  că  producerea,  transportul  şi  
utilizarea  energiei  electrice  în  sistem  trifazat  este  mai  economică  decât  în  sistem  monofazat.  Sistemul  
trifazat  foloseşte  mai  puţin  material  pentru  conductoarele  de  transport  a  energiei  electrice  dacât  
sistemul  monofazat,  bifazat  sau  sistemul  de  curent  continuu,  la  aceeaşi  tensiune.  

Sistemul  electric  funcţionează  în  mod  normal  în  regim  trifazat  simetric  şi  sinusoidal.  Cu  toate  
acestea,  există  anumite  situaţii  care  pot  produce  regimuri  de  funcţionare  nesimetrice.  Funcţionarea  
circuitelor  electrice  trifazate  în  regimuri  nesimetrice  a  fost  studiată  încă  de  la  începuturile  utilizării  
energiei  electrice  în  sistem  trifazat.  Au  fost  obţinute  rezultate  fundamentale,  ajunse  astăzi  clasice.  
Astfel,  Stokvis  a  studiat  regimurile  nesimetrice  şi  dezechilibrate  începând  cu  anul  1915.  În  1918,  
Dr.C.L.  Fortescue  a  scris  o  lucrare  intitulată    “Metoda  coordonatelor  simetrice  aplicată  la  rezolvarea  
reţelelor  polifazate”.  Ulterior,  prin  contribuţia  adusă  de  diverşi  cercetători,  teoria  componentelor  
simetrice  s-a  dezvoltat  şi  s-a  perfecţionat  [P7].  
   În  lucrarea  de  faţă  am  abordat  o  serie  de  aspecte  din  domeniul  sistemelor  nesimetrice  şi  al  
receptoarelor  dezechilibrate,  mai  puţin  tratate  în  literatura  de  specialitate.  Am  încercat  să  aduc  unele  
sistematizări,  completări  şi  interpretări  proprii  acestui  subiect  şi  de  asemenea,  contribuţii  originale  
care  sunt  prezentate  explicit  în  lucrare.  
   Această  carte  este  de  fapt  o  colecţie  de  articole,  care  au  fost  publicate  anterior  în  diverse  
reviste  şi  volume.  Acest  lucru  constituie  un  avantaj  pentru  cititor,  deoarece  fiecare  capitol  al  cărţii  
are  în  acest  fel  un  caracter  independent  şi  poate  fi  citit  direct.  Pe  de  altă  parte,  din  acest  motiv  apar  
inevitabil  unele  repetări.  Totuşi,  pentru  un  cititor  interesat  de  conţinutul  cărţii,  cea  mai  bună  variantă  
este  citirea  cărţii  în  ordinea  firească  a  articolelor,  aşa  cum  sunt  ele  aşezate  în  carte.  
   Conţinutul  cărţii  este  organizat  pe  trei  grupe  de  articole  (conţinând  6,  11  şi  respectiv  6  
articole),  anexă  şi  bibliografie.  

La  început  se  prezintă  impedanţele  generalizate  în  electrotehnică,  receptorul  dezechilibrat  
generalizat,  receptorul  dezechilibrat  real,  receptorul  extrem  dezechilibrat  generalizat  şi  receptorul  
echilibrat  real.  

Se  prezintă  apoi  modelul  matematic  al  receptorului  dezechilibrat  discret,  caracterizarea  
algebrică  a  receptoarelor  dezechilibrate  discrete,  metode  pentru  analiza  claselor  de  dezechilibru  ale  
receptoarelor  dezechilibrate  discrete  m-fazate,  precum  şi  metodele  respective  tratate  pe  rând.  În  
încheierea  acestei  părţi  se  prezintă  analiza  asistată  de  calculator  a  receptoarelor  discrete  m-fazate.  
Articolele  care  tratează  acest  subiect  sunt  scrise  atât  în  limba  română  cât  şi  în  limba  engleză.  

Se  prezintă  apoi  studiul  analitic  al  punţii  de  diode  alimentate  nesimetric,  utilizarea  unui  
program  de  calculator  în  acest  scop,  studiul  punţii  de  diode  alimentată  cu  sisteme  particulare  
nesimetrice  de  tensiuni,  aspecte  experimentale  şi  sintetice  privind  puntea  trifazată  de  diode  alimentată  
nesimetric,  şi  se    intoduce  un  coeficient  global  de  nesimetrie  pentru  sisteme  trifazate.  În  încheierea  
acestei  părţi  se  prezintă  unele  consideraţii  asupra  unui  releu  pentru  protecţia  motoarelor  asincrone  
trifazate.    
   Ca  anexă  a  cărţii  este  prezentat  un  tabel  care  indică  unde  au  mai  fost  publicate    articolele.  La  
sfârşitul  cărţii  este  prezentată  bibliografia.  
   Cartea  poate  interesa  pe  studenţi,  pe  inginerii  specializaţi  în  teoria  circuitelor  electrice,  
precum  şi  pe  toţi  cei  pasionaţi  de  electrotehnica  teoretică  şi  aplicată  în  general,  de  teoria  circuitelor  
electrice    în  special.  

Conţinutul  lucrării  poate  fi  fără  îndoială  îmbunătăţit  şi  completat.  Voi  fi  recunoscător  pentru  
orice  observaţie  sau  sugestie  în  acest  sens,  venită  de  la  cititori.  

  
Sibiu,  15  martie  2013                                                                                                                                                                                Autorul.  



FOREWORD  
Most  of  the  electrical  power  generated  in  the  world  today  is  three-phase.  Three-phase  power  

was  first  conceived  by  Nikola  Tesla,  in  1887.  It  is  found  that  generation,  transmision  and  utilization  
of  three  phase  power  is  more  economical  than  generation  of  single  phase  power.  A  three-phase  
system  uses  less  conductor  material  to  transmit  electric  power  than  equivalent  single-phase,  two-
phase,  or  direct-current  systems  at  the  same  voltage.  

The  electrical  power  system  normally  operates  in  a  symmetrical  three-phase  sinusoidal  steady  
state  mode.  However,  there  are  certain  situations  that  can  cause  non-symmetrical  operations.  The  
work  of  three-phased  electrical  circuits  in  non-symmetrical  situations  was  studied  since  the  early  use  
of  electrical  energy  in  three-phased  system.  Fundamental  results  were  obtained,  considered  classical  
today.  Stokvis  has  studied  the  unbalanced  and  non-symmetrical  situations    as  early  as  1915.  In  1918,  
Dr.C.L.  Fortescue  wrote  a  paper  entitled  “Method  of  Symmetrical  Coordinates  Applied  to  the  
Solution  of  Polyphase  Networks”.  Subsequently,  by  the  contribution  of  various  researchers,  the  
symmetrical  components  theory  was  developed  and  enhanced  [P7].  
   In  this  paper  I  approach  a  number  of  issues  in  the  field  of  non-symmetrical  systems  and  of  
unbalanced  loads,  treated  less  in  specialized  literature.  I  tried  to  bring  some  systematization,  addenda  
and  personal  interpretations  to  this  subject  and  also  original  contributions  which  are  explicitly  
presented  in  paper.  

This  book  is  in  fact  a  collection  of  articles,  which  were  previously  published  in  various  
scientific  journals  and  other  publications.  As  such,  this  is  a  benefit  to  the  reader  because  each  chapter  
in  the  book  is  fairly  independent  of  the  others  and  as  such  it  can  be  read  directly.  On  the  other  hand,  
this  approach  inevitably  leads  to  some  repetitions  in  the  text.  However,  for  a  reader  really  interested  
in  the  book,  the  best  option  is  to  read  its  content  in  the  natural  order  of  the  articles,  as  they  appear  in  
the  book.  
   The  contents  of  the  book  is  organized  into  three  groups  of  articles  (containing  6,  11  and  6  
items),  an  annex  and    bibliography.  

At  first  it  presents  the  generalized  impedances  in  electrotechnics,  the  generalized  unbalanced  
load,  the  real  unbalanced  load,  the  generalized  extremely  unbalanced  load  and  the  real  balanced  load.  

In  the  following  it  presents  the  mathematical  model  of  the  discreet  unbalanced  load,  the  
algebraic  characterization  of  discreet  unbalanced  loads,  methods  for  the  analysis  of  unbalanced  
classes  of  m-phased  discreet  unbalanced  loads,  as  well  as  the  respective  methods  which  are  treated  
individually.  The  end  of  this  section  presents  the  computer  aided  analysis  of  m-phased  discreet  loads.  
The  articles  treating  this  subject  are  written  both  in  Romanian  and  English.  

In  the  following  it  presents  the  analytical  study  of  unsymmetrically  fed  three-phase  diode  
bridge,  using  a  computer  program  for  this  purpose,  study  of  diode-bridge  fed  by  particular  non-
symmetrical  voltage  systems,  experimental  and  synthetic  aspects  regarding  unsymmetrically  fed  
threee-phase  diode  bridge  and  insert  a  non-symmetry  global  coefficient  of  three-phase  systems.The  
end  of  this  section  presents    a  considerations  upon  a  relay  of  protecting  asynchronous  three-phase  
motors.    

A  table  showing  where  articles  have  previously  been  published  is  included  as  an  annex.  The  
bibliography  is  attached  at  the  end  of  the  book.  

This  book  will  be  of  particular  interest  to  students,  to  engineers  specializing  in  the  theory  of  
electrical  circuits,  and  generally  to  all  other  readers  captivated  by  the  theoretical  and  applied  
electrotechnics  generaly,  by  the  electrical  circuits  theory  particulary.  

Certainly,  the  contents  of  this  book  can  be  improved  and  enriched  in  the  future.  As  such,  I  
will  be  grateful  for  any  comments  or  suggestions  received  from  the  readers.  

  
Sibiu,  15  March  2013                                                                                                                                                                          The  author.  
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Abstract:   This   paper   presents   the   generalized   loads   in   electrotechnics   and   a   new  

classification   of   three-phase   loads:   unbalanced   loads,   balanced   loads   and   extremely  

unbalanced   loads.  It   is  considered  the   impedances  with  negative  real  part,   in  other  words  

generalized   impedances.   Also,   taking   into   consideration   the   calculation   symmetrical  

components   of   impedances,   a   three-phase   impedance   system   may   be   divided   into   two  

parts:   a   balanced   part   and   an   unbalanced   part.   We   have   a   clear   representation   in  

impedance’s  complex  plane.  The  bibliography  can  be  found  at  the  end  of  the  paper.  
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1.  Introduction  
  
The  work  of   three-phased   electrical  

circuits   in   non-symmetrical   situations   was  
studied   since   the   early   use   of   electrical  
energy   in   three-phased   system.  
Fundamental   results   were   obtained,  
considered   classical   today.   Stokvis   has  
studied   the   unbalanced   and   non-
symmetrical   situations      as   early   as   1915.  
The   Stokvis-Fortescue   theorem   was  
published   in   1918.   Subsequently,   by   the  
contribution   of   various   researchers,   the  
symmetrical   components   theory   was  
developed  and  enhanced  [1],[2].  

The   Romanian   school   of  
electrotechnics  has  notable  contributions   in  
this  area,  starting  with  scientist  C.  Budeanu  
since   the   interwar   period.   A   new  
perspective   was   shown   by   professor   A.  
Ţugulea  in  some  papers  published  in  recent  
years   [3].   In   a   near   direction   are   also  
situated   the   papers   of   researcher   E.   Pavel  
[1],  [2].  

In  this  paper  I  approach  a  number  of  
issues   in   the   field   of   non-symmetrical  
systems   and   of   unbalanced   loads,   treated  
less  in  specialized  literature.  I  tried  to  bring  
some   systematization,   and   personal  
interpretations  to  this  subject.  
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2.  A  new  approach  
  
We  define  generalized  impedance  as  

an   impedance   with   a   negative   real   part  
(equivalent  resistance)  [1],  [2],  [4],  [5].  We  
shall  consider  the  star  equivalent  of  a  three-
phase  load:  

Fig.  1  The  star  equivalent  diagram  of  a  
three-phase  load  

Using   the   calculation   symmetrical  
components   of   the   impedances,   we   can  
write:    

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

++=
++=

++=

i
2

dh3

id
2

h2

idh1

zaazzz
azzazz

zzzz
   (1)  

The   (1)   relation   is   an   extension   of  
Stokvis  –  Fortescue  theorem  for  impedance  
three-phase   system.   The   real   part   of   the  
impedances   has   to   be   non-negative   in   an  
equivalent  load  scheme  (for  real  loads).  

The  balanced  part  of  the  three-phase  
impedance   system   is   made   up   of   a  
homopolar  component  for  each  phase:  

hE3hE2hE1 zz;;zz;;zz ===    (2)  
The   unbalanced   part   of   the   three-

phase   impedance   system   will   have   the  
following  impedances  on  each  phase:  
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Consequently,   we   shall   write   for  
each  phase:  

⎪
⎩

⎪
⎨
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+=
+=
+=

D3E33

D2E22

D1E11

zzz
zzz
zzz

   (4)  

Under   this   relationship,   we   can  
draw  the   following  equivalence  diagram  of  

the  load  in  fig.  2,  outlining  the  balanced  and  
unbalanced  parts:  

  
Fig.  2  The  balanced  and  unbalanced  

(extremely  unbalanced)  part  of  a  three-
phase  load  

We   call   a   real   three-phase   load   a  
load   made   up   of   three   impedances   with   a  
real  positive  part   for  each.  If  z1  ≠  z2  ≠  z3,  
the  load  is  called  unbalanced.  

Taking   into   consideration   the  
representation   in   impedance’s   complex  
plane,  we  have  the  following  situation:  
a)  real  three-phase  load:  

( ) 0zRe 1 ≥   
( ) 0zRe 2 ≥   
( ) 0zRe 3 ≥   

b)  generalized  three-phase  load:  
( ) 0zRe 1 < ,  or  
( ) 0zRe 2 < ,  or  
( ) 0zRe 3 <   

c)  unbalanced  load:  
321 zzz ≠≠   

d)  balanced  load:  
321 zzz ==   

e)  generalized  extremely  unbalanced  load:  
0zzz 321 =++ .  

The   classical   classification   of   the  
three-phase   loads   is   in   balanced   loads   and  
unbalanced   loads.   A   new   approach   about  
this  problem  considers  the  impedances  with  
negative   real   part,   in   other   words,  
generalized  impedances.  

In   this  way,   the   loads   are   generally  
unbalanced;;   the   particular   (extreme)   cases  
are   the   balanced   loads   and   the   extremely  
unbalanced  loads.  [4],[5]  (Fig.  3).  
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UL   BL   a  

           

EUL   UL   BL   b  

Fig.3  Classification  of  three-phased  loads:  
classical  (a)  and  proposed  (b).  

where:  
UL  =  unbalanced  load  
BL  =  balanced  load  
EUL  =  extremely  unbalanced  load  

We  have  also   the   representations   in  
impedances  complex  plane.    

  
Fig.4  Real  unbalanced  load  

The   123   triangle   correspond   to   the  
unbalanced  three-phase  load.  The  D  point  is  
the   triangle’s   weight   center.   Always   we  
have  the  relations:  

0zzz D3D2D1 =++    (5)  
Other   cases   of   three-phased   loads  

are  presented  below.  

  
Fig.5  Generalized  extremely  unbalanced  

load,   0z,0z,0z idh ≠≠=   

  
Fig.6  Generalized  extremely  unbalanced  

load, 0z,0z,0z idh =≠=   

  
Fig.7  Generalized  extremely  unbalanced  

load, 0z,0z,0z idh ≠==   

  
Fig.8  Real  unbalanced  load,   =3z   

inductance  

  
Fig.9  Real  unbalanced  load,   =2z   
capacitance,   =3z   inductance  



10   Vasile  Mircea  Popa  

  
Fig.10  Real  extremely  unbalanced  load  

  
Fig.11  Real  extremely  unbalanced  load  

(particular  case)  

  
3.  Conclusions  
  
In   this   paper   is   presented   a   new  

view   point   about   the   unbalanced   three-
phased   loads.   The   analysis   of   the  
unbalanced   three-phased   circuit   diagrams  
has  been  undertaken  particularly  within  the  
frame   of   the   special   computation   of   short-
circuit   currents   and   of   grid   unsymmetrical  
faults.   The   present   work   deals   with   the  
issue  of  unbalanced   receiver  and  consumer  
equivalent   diagrams,  with   emphasis   on   the  
importance   of   impedance   calculation  
symmetrical  components.  

The   impedance   system   schemes  
may   be   divided   into   balanced   impedance  
computational   schemes   and   unbalanced  
impedance  computational  schemes.  

This   new   view   point   about   the  
three-phase   loads   has   possible   applications  
in  consumer  operating  regime  computation.  
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Abstract:  The  industrial  eco-reconstruction  involves  the  decrease  of  the  energetical  consumption  and  the  quality  
rise   of   the   electrical   power   supplied   to   the   consumers.  A  very   important   issue   is   represented   by   the   analysis   of   the  
unbalanced  three-phased  consumers.  The  presence  of  these  consumers  determines  the  apparition  of  the  non-symmetrical  
systems  involving  currents  and  voltages  as  well  as  the  extra-loss  within  the  supply  wire.  

In  the  present  work,  an  energetical   study  of   the  unbalanced   three-phased   load   is  completed  by  general  means.  
The  unbalanced  three-phased  load  is  split  in  two  parts,  more  exactly  the  balanced  part  and  the  extreme  unbalanced  one.  
The   voltages   and   currents   general   equations   are   written   as   well   as   the   equations   for   the   balanced   part,   for   the  
unbalanced  one  and  for  the  neutral  wire.  Afterwards,  the  complex  powers  absorbed  by  the  three  parts  are  calculated  for  
the   direct,   inverse   and   homopolar   sequences.   Then   the   diagram   of   the   complex   powers   is   deduced   for   the   real  
unbalanced   load.  A   synthesis   of   the   study   is   accomplished,   using   the   unbalance   coefficients   of   the   impedances.  The  
extreme  cases  of  functioning  are  as  well  studied  (from  the  point  of  view  of  the  neutral  wire  impedance).  As  much  as  the  
real  unbalance  coefficients  are  concerned,  the  energetical  study  is  thoroughly  approached,  obtaining  3D  representations  
of  the  active  powers’  ratio  which  are  absorbed  by  the  unbalanced  and  the  balanced  parts.  

The  work’s  conclusions  show   that  unbalanced   loads  represent  powers  and  energies   sources   for  homopolar  and  
inverse   components,   which   are   absorbed   by   the   balanced   loads.   The   result   is   represented   by   the   increase   of   the  
network’s  technological  consume.  Therefore,  the  unbalance  compensation  of  the  three-phased  consumers  is  imposed.  

The  bibliography  can  be  found  at  the  end  of  the  work.  
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1.  Introduction  
  
We  define  generalized  impedance  as  an  impedance  with  
a   negative   [1],   [2],   [3],   [4]   real   part   (equivalent  
resistance).   We   shall   consider   the   star   equivalent   of   a  
three-phase  load:  

  

Using   the   symmetrical   calculation   components   of  
the  impedances,  we  can  write:    
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The   balanced   part   of   the   three-phase   impedance  

system   is  made  up  of  a  homopolar  component   for  each  
phase:  
   hE3hE2hE1 zz;;zz;;zz ===    (2)  

The   unbalanced   part   of   the   three-phase   impedance  
system   will   have   the   following   impedances   on   each  
phase:  

  
Fig.  1  The  star  equivalent  diagram  of  a  

three-phase  load  
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Consequently,  we  shall  write  for  each  phase:  
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Under   this   relationship,  we   can  draw   the   following  

equivalence   diagram  of   the   load   in   fig.   2,   outlining   the  
balanced  and  unbalanced  parts:  

  
Fig.  2  The  balanced  and  unbalanced  (extremely  unbalanced)  

part  of  a  three-phase  load  

  
We   call   a   real   three-phase   load   a   load  made   up   of  

three  impedances  with  a  real  positive  part  for  each.  If  z1  
≠  z2  ≠  z3,  the  load  is  called  unbalanced.  

  
  

2.  The  equation  of  voltages  and  currents  
  

In   the   following  we   shall   consider   the   three-phase   load  
in  fig.  1,  in  star  connection  with  neutral  wire  also  taking  
into  consideration  the  impedance  of  the  zN  neutral  wire.  
(fig.  3)  

The   10U ,   20U ,   30U    system   of   feeding   phase  

voltages  is  generally  non-symmetrical.  We  also  consider  
the  load  to  be  generally  unbalanced.  

Applying   Ohm's   Law   on   each   phase,   Kirchhoff   I  
Theorem  in  the  N  node  as  well  as  the  Stokvis-Fortescue  
voltage   and   currents   systems   theorem,   we   get   after  
computation  the  following  matrix  equation:  
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For   the   expression   of   the   symmetrical   components  
of  the  currents  we  invert  the  relation  (5).  
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where  
  

idN
2
hNidh

3
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3
h zzz3zz3zzz3zzzD −+−++=    (7)  

The  complex  power  given  off  at  the  terminals  by  the  
network  (generator)  is:  
  
   *

330
*
220

*
110g IUIUIUS ++=       (8)  

  
which  after  calculation  can  be  expressed:  
  
   *

ii
*
dd

*
hhg IU3IU3IU3S ++=       (9)  

  
The   complex   power   received   by   the   three-phase  

load  with  the  z1,  z2,  z3  impedances  and  the  impedance  of  
the  neutral  wire  is:  
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*
1N1 IUIUIUIUS +++=      (10)  

  
which  can  be  expressed  as:  
  
   gSS =       (11)  
  
and  it  follows:  
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*
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*
hh IU3IU3IU3S ++=       (12)  

  
The  complex  power  used  up  in  the  impedance  of  the  

neutral  wire  is:  
  
   2

hN
*
NNON Iz9IUS ==       (13)  

  
From   the   (6)   relation   we   notice   that   generally   the  

symmetrical   components   of   currents   depend   on   all  
symmetrical   components   of   currents   (if   zh≠0;;   zd≠0;;  
zi≠0).   A   number   of   particular   cases   can   be   evidenced  
considering   situations   when   some   of   the   following  
parameters  are  zero:  Uh,  Ud,  Ui,  zh,  zd,  zi,  zN  [1],  [4].  

An  important  particular  case   is  when  the  system  of  
tension   connections   has   only   a   direct   symmetrical  
component.   The   user   is   connected   to   a   symmetrical  

  
Fig.  3  A  three-phase  load  in  star  connection  with  zN  

impedance  of  the  neutral  wire  

   unbalanced    
   part  

   balanced    
   part  



  

three-phase   generator   with   star   connection   with   zero  
internal  impedances  (with  infinite  power).  

In  this  case,  equation  6  can  be  written:  
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and  the  (9)  relation  becomes:  
  
   *

ddg IU3S =    (15)  
  
  

3.  Analysis  a  real  unbalanced  load  
  
Suppose   that   the   system  of   feeding   voltages  has   only   a  
direct  symmetrical  component.  

The   (5)   matrix   equation   can   be   divided   into   three  
parts,  referring  to  the  balanced  part,  the  unbalanced  part  
and  the  impedance  of  the  neutral  wire.  
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We  shall  also  use  the  equation  of  currents  (14).    
For  the  balanced  part  we  can  write:  
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For  the  unbalanced  part  we  can  write:  
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For  the  neutral  wire  we  can  write:  
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It  will  immediately  be  noticed  that:  

  
   0UUUU hNhDhEh =++=                    (23)  

   dNdDdEd UUUU ++= ,  with   0UdN =    (24)  

   0UUUU iNiDiEi =++= ,  with   0UiN =    (25)  
  

Hence  it  results:  
  
   hNhDhE UUU −−=       (26)  

   ddDdE UUU =+       (27)  
   iDiE UU −=       (28)  
  

To  continue,  we  shall  analyze  the  absorbed  power  of  
the  real  unbalanced  load  (RUL).  

The  powers  for  the  balanced  part  are:  
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The  powers  for  the  unbalanced  part  are:  
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The   powers   for   the   impedance   of   the   neutral   wire  
are:  
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D
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==    (35)  

   0IU3S *
ddNdN ==       (36)  

   0IU3S *
iiNiN ==       (37)  

  
It  will  be  noticed  that:  



  

  
   hDhNhE SSS −=+       (38)  

   g
*
dddDdE SIU3SS ==+       (39)  

   iDiE SS −=       (40)  
  

The  total  absorbed  power  of  the  receiver  in  question  
is:  
  
   NDE SSSS ++=       (41)  

   iEdEhEE SSSS ++=       (42)  

   iDdDhDD SSSS ++=       (43)  

   iNdNhNN SSSS ++=       (44)  
  

It  results  that:  
  
   gd

*
dd SSIU3S ===       (45)  

  
We  can  also  write:  

  
   idh SSSS ++=       (46)  

   0SSSS hNhDhEh =++=       (47)  

   *
dddNdDdEd IU3SSSS =++=       (48)  

   0SSSS iNiDiEi =++=       (49)  
  

All  these  powers  can  be  arranged  in  a  matrix  where  
the  sums  of  the  sides  and  columns  are  imposed:  
  

S   SE   SD   SN  
Sh   ShE   ShD   ShN  
Sd   SdE   SdD   SdN  
Si   SiE   SiD   SiN  

  
  

4.  The  diagram  of  the  complex  powers  
  
The  separation  of   the  complex  powers  on   the   two  parts  
of  the  real  unbalanced  load  as  well  as  on  the  impedance  
of  the  neutral  wire  shows  a  circulation  of  internal  power  
between  these  zones.  The  balanced  part  uses  both  direct  
power  (SdE)  and  the  homopolar  and  reversed  powers  (ShE  
and  SiE).  

The  impedance  of  the  neutral  wire  uses  only  the  ShN  
homopolar   power.   The   load   being   only   connected   to   a  
symmetrical   generator   which   feeds   power   only   to   the  
direct   component,   we   deduce   that   the   homopolar   and  
reversed   powers   are   only   received   through   the  
unbalanced  part  of  the  load.  

The  unbalanced  part  uses  the  power:  
  

hNiEdEhEiDdDhDD SSSSSSSSS −−−−=++=   (50)  
We  can  say  that  the  unbalanced  part  of  the  load  acts  

as  a  converter  of  power  of  the  symmetrical  components  
[1],  [2],  [3],  [4].  

Considering   that   in   the   balanced   part   of   the   load  
enters  the  feeding  network  supposed  to  be  also  balanced,  
the  homopolar  power  and  the  inverse  power  pertaining  to  
this   network   are   effectively   a   supplementary  
consumption  compared  to  an  equivalent  balanced  load  of  
the  same  power.We  can  draw  a  diagram  of  the  complex  
powers,   which   is   a   graphic   illustration   of   the   above  
relationships.   It   follows   that   the   interpretation   of   this  
diagram   should   be   nuanced,   strictly   connected   to   the  
relationships  of  the  complex  powers.  The  diagram  of  the  
complex  powers  is  the  following:  

  
The  notations  are  the  following:  

GEUL:  generalized  extremely  unbalanced  load  
N              :  impedance  of  the  neutral  wire  
RBL    :  real  balanced  load  
RUL    :  real  unbalanced  load    
  
  
5.  A  synthesis  using  unbalanced  coefficients  
  
A   characterization   of   the   real   unbalanced   load  may   be  
realized   with   the   help   of   the   unbalanced   calculation  
coefficients  of  the  impedances  [1],  [3],  [4],  [5],  [6],  [7].  

The  unbalanced  coefficient  of  the  direct  component  
is  by  definition:     kd=zd/zh         (51)  

The   unbalanced   coefficient   of   the   inverse  
component  is  by  definition:  ki=zi/zh      (52)  

The   coefficient   of   report   of   the   impedance   of   the  
neutral  wire  is:     kN=zN/zh           (53)  

The   coefficients   kd,   ki,   kN  are,   in   general,   complex  
numbers.   We   shall   consider   the   balanced   load   which  
contains  on  each  phase  the  impedance  zh.  Obviously,  this  
load  is  obtained  from  the  real  unbalanced  load  when  the  
unbalanced  part  disappears  (the  triangle  123  restrains  in  
point   D).   [2],   [4]   The   power   absorbed   by   this   real  

balanced  load  would  be:   *
h

2
d

RBL z
U3S =       (54)  

The   results   previously   obtained   in   the   case   of   the  
real   unbalanced   load   ([4],   [5])   are   presented   in   the  
following   tables.   More   precise,   we   shall   present   the  
distribution  of  voltages  and  powers  on  the  balanced  part,  
on   the   unbalanced   part   and   on   the   impedance   of   the  
neutral  wire.    

The  supply  is  made  with  a  direct  system  of  feeding  
voltages  (U10,  U20,  U30).  
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Fig.  4  The  diagram  of  the  complex  powers  for  the  real  

unbalanced  load  (RUL)  



  

Table  1:  The  distribution  of  voltages.  
The  real  unbalanced  load  (RUL)   Voltages  
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The  impedance  of  the  neutral  wire  

(N)  

U
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It  can  be  observed  that  if  we  have   0kk id ==   we  

obtain   ddE UU = ,   all   the   other   voltages   become   equal  
to  zero.   It   is   the  case   of  a   balanced   load,  which  has  on  
each   phase   the   impedance   zh,   feeding   with   a   direct  
symmetrical  system  of  phase  voltages  of  the  network.  

The  table  2  is  obtained  regarding  the  distribution  of  
powers.  

In   this   table   by   making   0kk id ==    is   obtained  

RBLdE SS = ,   the   case   of   the   balanced   load   previously  
mentioned  (all  other  powers  are  null).  

Both   in   table   1   and   table   2   we   can   make   in   turn  
0ki =    and   0kd =    and   we   obtain   the   corresponding  

expressions  of  the  respective  particular  cases.  
  

Table  2:  The  distribution  of  powers  
The  real  unbalanced  load  (RUL)   Absorbed  powers  

233

22

3331
idNNidid

id

RBLhE

kkkkkkkk

kk
SS

−+−++

−
=   

233

2

3331

31

idNNidid

Niid

RBLdE

kkkkkkkk

kkk
SS

−+−++

+−
=   The  balanced  part  (RBL)  

233

22

3331

3

idNNidid

dNdi

RBLiE

kkkkkkkk

kkkk
SS

−+−++

−−
=   

( )
233

22

3331

31

idNNidid

idN

RBLhD

kkkkkkkk

kkk

SS

−+−++

−+
−=   

( )( )
233

*33

3331

3132

idNNidid

NididNidid

RBLdD

kkkkkkkk

kkkkkkkkkk
SS

−+−++

+−−−+
=
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6.  The  real  unbalance  coefficients  case  
  

There   are   particular   cases   of   unbalanced   three-phased  
loads   which   show   interest   and   which   also   have   the  
advantage  of  calculation  simplification  [1],  [8],  [9].  

One   particular   case   is   that   in  which   the   unbalance  
coefficients   are   real   numbers.   The   symmetrical  
calculation  components  are:  

  
αααα ==== j

NN
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ii
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dd
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h zekz;;zekz;;zekz;;zez    (55)  

  
where  z,  kd,  ki,  kN  are  real  numbers,  z  >  0.  

Being  real  numbers  the  kd,  ki  coefficients,  the  study  
of   the   direct   corresponding   power   for   the   unbalanced  
parts  is  simplified.  

So  we  have:  
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where  the  right  member  is  a  real  number.  

Studying   the   sign   of   this   ratio   we   can   deduce   the  
cases   where   the   unbalanced   part   acts   like   a   receptor,  
more   precisely   like   a   generator   (the   sign   is   plus   or  
minus).   For   a   fixed   kN,   the   representation   in   a   plan  
reported  to  a  cartesian  system  with  kd  and  ki  axes,  allows  
the  delimitation  of  positive  and  negative  areas.  

Next,  we  suppose  that  we  have  kN  =  1/3,  meaning  zh  
=  3zN.  Then  we’ll  have:  
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The   analyse   of   the   sign   of   this   ratio   indicates   the  

situations   in  which   the   unbalanced   part   of   the   receptor  
receives  active  power  and  supplies  active  power.  In  work  
number   [2],   such   an   analysis   is   made   for   several  
particular   cases   regarding   the   values   of   unbalance  
coefficients  (2D  graphical  representations).  

We   come   back   to   the   pre-analysed   variation   ratio,  
meaning:  
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The   3D   representation   of   this   ratio   is   useful   and  

meaningful,  and  also  of   the  corresponding  surface   for  a  
fixed  kN.  The  domains  from  the  variables  kd,  ki  plan  can  
be  noticed,  where   the  ratio   is  positive  or  negative,  with  
the  corresponding  interpretations.  

Next,  some  representations  of  this  type  are  presented  
(fig.  5,  6,  7,  8):  

  

  
Fig.  5  The  3D  graphic  for  the  PdD/PdE  variation  for  kN  =  0.  

  

  

  

  

  

  

Fig.  6  The  3D  graphic  for  the  PdD/PdE  variation  for  kN  =  2/3.  

  

  

  

  

  

  

Fig.  7  The  3D  graphic  for  the  PdD/PdE  variation  for  kN  =  1.  

  

  

  

  

  

  

Fig.  8  The  3D  graphic  for  the  PdD/PdE  variation  for  kN  =  ∞.  
  



  

7.  Extreme  functioning  situations  
  
The   extreme   cases   (from   the   point   of   view   of   the  
impedance   value   of   the   neutral   wire)   represent   the  
connecting   star   cases   with   a   neutral   wire   of   practical  
zero   impedance   and   of   the   star   connection   without   a  
neutral  wire.  

In  every  of  each  cases  we  can  use  a  similar  analyze  
to  the  one  presented  previously  for  the  general  case  of  an  

zN   impedance   [1],   [2],   [3],   [4],   [5].   Some   conclusions  
can   be   draw   from   the   general   case.   So   in   the   star  
connecting   case   with   a   neutral   wire   with   practically   a  
zero   impedance   the   table   with   the   complex   absorbed  
powers  results  from  Table  2  by  letting  zN  =  0.  

In  the  case  of   the  star  connection  without  a  neutral  
wire,   the   table  with   the   complex   absorbed   powers  will  
take  the  shape  shown  in  table  3:  

  

  
Table  3:  The  distribution  of  powers  (zN  =  ∞)  

The  real  unbalanced  load  (RUL)   Absorbed  powers  (zN  =  ∞)  
S
hE
= 0   

21
1

id

RBLdE

kk

SS

−
=   

  
The  balanced  part  (RBL)  

2

2

1
id

d

RBLiE

kk

k
SS

−
=   

S
hD

= 0   

21
id

id

RBLdD

kk

kk
SS

−
−

=   
  

The  unbalanced  part  (GEUL)  

2

2

1
id

d

RBLiD

kk

k
SS

−
−=   

S
hN

= 0   
S
dN

= 0   The  impedance  of  the  neutral  wire  (N)  
S
iN
= 0   

  
8.  Conclusions  

  
Regarding   tables   1   and   2,   we   can   make   a   few  

observations  which  stress  upon  some  previously  shown  
property.  

  
1.   Introducing   the   generalized   impedance   notion  

there   can   be   used   systematically   the   symmetric  
components   of   the   impedances   and   can   be   draw   a  
equivalent   of   the   unbalanced   load   containing   a  
balanced  part  and  another  a  extremely  unbalanced  part.  

2.   From   the   voltages   and   currents   equations   and  
from   the   complex   power   expressions   results   the  
component   of   voltages   and   powers   on   the   three  
sequences  (homopolar,  direct,  inverse)  and  on  the  three  
parts   of   the   load   (the   balanced   part,   the   extreme  
unbalanced  part  and  the  impedance  of  the  neutral  wire).  
It   is   shown   an   internal   circulation   of   powers   between  
these   parts   of   the   receiver.   In   the   same   time   we  
demonstrate  that  the  extreme  unbalanced  part  acts  like  
an  converter  of  power  of  the  symmetrical  components.    

3.  The  voltages  and  powers  check  up  the  relations:  
0UUU hNhDhE =++    (59)  

ddNdDdE UUUU =++    (60)  

0UUU iNiDiE =++    (61)  

0SSS hNhDhE =++    (62)  

g
*
dddNdDdE SIU3SSS ==++    (63)  

0SSS iNiDiE =++    (64)  
  
Because   SRBL   has   its   real   part   positive,   from   the  

table   2   immediately   results   that   the   active   inverse  
power  corresponding  to  the  extremely  unbalanced  part  
is  negative,  so  it  is  a  power  generated  by  the  extremely  
unbalanced   load.   The   active   powers   corresponding   to  
the  homopolar  and  direct  may  be  positive  or  negative.  

4.  Regarding   the  balanced  part,   the  active  powers  
are  positive  on  all  the  other  three  components.  

5.  For  the  impedance  of  the  neutral  wire  the  active  
power  corresponding  to  the  homopolar  component  may  
be   positive   or   negative   (eventually   null).   If   kN   is  
reduced   to   a   real   strict   positive  number,   this  power   is  
positive   (in   this   case   zN   and   zh   have   the   same  
argument).   If   zN   is   a   pure   resistance   also   the   active  
power   corresponding   to   the   homopolar   component   is  
positive.  

6.  The  using  of  the  unbalanced  coefficients  kd,  ki,  
kN   permits   a   systematization   of   the   results   previously  
obtained.   If   we   refer   to   the   circulation   of   the   active  
power,  we  understand  that  the  active  inverse  power  of  
the  extreme  unbalanced  part  is  always  negative  so  it  is  
a   power   generated   by   the   extreme  unbalanced   part   of  



  

the  load.  The  balanced  part  of  a  load  or  a  balanced  load  
absorbs  always  active  power  on  all   three  components.  
But   we   illustrate   the   two   situations   with   objective  
physical  existence.    

7.   In   the   case   of   the   coefficient   of   unbalanced   real  
there   are   must   make   a   detail   study   of   the   internal  
circulation  of  the  active  powers.  

8.  The  former  general  conclusions  remain  valid  for  
the  extreme  functioning  situations.  
Considering  the  internal  circulation  of  the  active  
powers,  the  two  situations  with  physical  existence  can  
be  represented  (fig.  9,  the  case  a  and  b).  
  

  

  
Fig.  9  The  diagram  of  the  active  powers  for  the  real  unbalanced  load.  

  
In   the   figure   9   it   was   noted:   GEUL   =   generalized  

extremely  unbalanced  load;;  RBL  =  real  balanced  load;;  N  
=  impedance  of  the  neutral  wire;;  RUL  =  real  unbalanced  
load.  

9.   As   an   observation   we   notice   that   using   the  
exposed   method,   an   energetical   study   can   be   made,  
taking   into   consideration   the   impedances   of   the   line  
between   the   generator   and   the   load.   The   conclusion   is  
that  the  unbalanced  loads  are  power  and  energy  sources  
of   homopolar   and   inverse   components   which   are  
absorbed  by  the  balanced  loads,  as  well  as  by  the  supply  
networks   which   can   be   considered   as   also   being  
balanced.   The   consequence   of   these   circulations   of  
symmetrical   component   powers   is   the   rise   of  
technological  consume  of  the  networks,  which  are  added  
to  the  negative  influences  over  the  balanced  consumers’  
run.   Therefore,   it   is   known   that   the   three-phased  
asynchronous   engines   run   in   non-symmetrical   cases   is  
followed  by  the  decrease  of  efficiency  and  in  general  the  
working   performances,   due   to   the   apparition   of   the  
inverse  spinning  magnetic  field.  

Therefore,   the   compensation   of   the   three-phased  
consumers’   unbalance   is   imposed.   This   compensation  
has   some   great   technical   and   economical   advantages,  
representing   a   complex   problem   under   theoretical   and  
practical  aspect.  In  general,  the  problem  must  be  solved  
in   connection   with   the   necessity   of   compensation   and  
that   of   superior   harmonics,   and   of   course,   of   the  
improvement  of  the  power  factor.  
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STUDIUL  RECEPTORULUI  TRIFAZAT    
CU  COEFICIENŢI  DE  DEZECHILIBRU  REALI  

  
Vasile  Mircea  POPA  

  
REZUMAT  
  
   În   lucrare   se   prezintă   unele   aspecte   privind   receptorul   trifazat   în   varianta  
obişnuită   de   receptor   dezechilibrat   real.   Se   calculează   puterile   complexe   aferente  
părţii   echilibrate   şi   părţii   extrem   dezechilibrate   şi   se   introduc   coeficienţii   de  
dezechilibru  de  calcul  ai   impedanţelor.   În  cazul  coeficienţilor   reali  se   face  o  analiză  
energetică   a   receptorului,   însoţită   de   reprezentări   grafice   2D   şi   3D.   În   final   se  
prezintă  unele  concluzii  şi  se  indică  bibliografia.    
  
   Cuvinte   cheie:   impedanţă   generalizată,   receptor   dezechilibrat   real,   puteri  
absorbite,  coeficienţi  de  dezechilibru  ai  impedanţelor.  
  
THE  STUDY  OF  THE  THREE-PHASED  LOAD  WITH  REAL  UNBALANCED  
COEFFICIENTS  
  
   We  define  a  generalized  impedance  as  an  impedance  with  a  negative  real  part  
(equivalent   resistance).  We  define   the   real  unbalanced   load,  which  has  a  balanced  
part  and  an  extremely  unbalanced  part.  Also,  make  energetical  diagrams  about   the  
powers  circulation  and  are  presented  the  conclusions.  
  
1.  Introducere  
  
   În   unele   lucrări   anterioare,   arătate   în   bibliografie,   s-a   definit   impedanţa  
generalizată  ca  o  impedanţă  cu  partea  reală  negativă  [1],  [2].  
   Considerăm  un  receptor  trifazat  în  conexiune  stea,  având  impedanţele  fazelor  
1z ,   2z ,   3z    şi   componentele   simetrice   de   calcul   ale   impedaţelor   hz ,   dz ,   iz .   Partea  
echilibrată   a   receptorului   este   constituită   pentru   fiecare   fază   de   componenta  
homopolară:   hE1 zz = ,   hE2 zz = ,   hE3 zz = .   Partea   extrem   dezechilibrată   conţine   pe  
fiecare  fază  următoarele  impedanţe:   idD1 zzz += ,   id

2
D2 azzaz += ,   i

2
dD3 zaazz += .  

   Putem   desena   următoarea   schemă   echivalentă   a   receptorului,   în   care   sunt  
evidenţiate  partea  echilibrată  şi  partea  dezechilibrată  (fig.  1).  

  
Fig.  1  -  Evidenţierea  părţii  echilibrate  şi  a  părţii  dezechilibrate  (extrem  dezechilibrate)  pentru  un  

receptor  trifazat  

Se  numeşte   receptor  dezechilibrat   real   (RDR)  un   receptor   trifazat   format  din  
trei  impedanţe,  în  general  de  valori  complexe  diferite  între  ele  şi  având  fiecare  partea  
reală  pozitivă.    
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2.  Calculul  puterilor  absorbite  
  

În  cele  ce  urmează  se  va  considera  receptorul  trifazat  în  conexiune  stea  cu  fir  
neutru,  luându-se  în  considerare  şi  impedanţa  firului  neutru   Nz .  

Presupunem   că   sistemul   tensiunilor   de   alimentare   are   numai   componentă  
simetrică  directă.  De  asemenea,  considerăm  receptorul  în  general  dezechilibrat.  

În   continuare,   vom  analiza  puterile  absorbite   de   receptorul  dezechilibrat   real  
(RDR)  [2],  [3].  

Puterile  pentru  partea  echilibrată  sunt:  

   *
hd

i
2
h

2
dh*

hhEhE IU
D

zzzz3IU3S −
==    (1)  

   *
dd

2
hNidh

3
h*

ddEdE IU
D

zz3zzzz3IU3S +−
==    (2)  

   *
id

dhNd
2
h

2
ih*

iiEiE IU
D

zzz3zzzz3IU3S −−
==    (3)  

Puterile  pentru  partea  dezechilibrată  sunt:  

   *
hd

2
dNihN

2
dhi

2
h*

hhDhD IU
D

zz3zzz3zzzz3IU3S −+−
==    (4)  

   *
dd

idNidh
3
i

3
d*

ddDdD IU
D

zzz3zzz2zz3IU3S −−+
==    (5)  

   *
id

dhN
2
ihd

2
h*

iiDiD IU
D

zzz3zzzz3IU3S +−
==    (6)  

Puterile  pentru  impedanţă  firului  neutru  sunt:  

   *
hd

ihN
2
dN*

hhNhN IU
D

zzz3zz33IU3S −
==    (7)  

   0IU3S *
ddNdN ==    (8)  

   0IU3S *
iiNiN ==    (9)  

Se  observă  că:  
   hDhNhE SSS −=+ ;;   g

*
dddDdE SIU3SS ==+ ;;   iDiE SS −=    (10)  

Puterea  totală  absorbită  de  receptorul  considerat  este:  
   NDE SSSS ++= ;;   iEdEhEE SSSS ++=    (11),  (12)  
   iDdDhDD SSSS ++= ,   iNdNhNN SSSS ++=    (13),  (14)  

Rezultă:   gd
*
dd SSIU3S ===    (15)  

Avem:   idh SSSS ++= ;;   0SSSS hNhDhEh =++=    (16),  (17)  
   *

dddNdDdEd IU3SSSS =++= ;;   0SSSS iNiDiEi =++=    (18),  (19)  
Separarea  puterilor  complexe  pe  cele  două  părţi  ale  receptorului  dezechilibrat  

real   precum   şi   pe   impedanţa   firului   neutru   pune   în   evidenţă   o   circulatie   de   putere  
internă  între  aceste  zone.  

Partea  echilibrată  consumă  atât  puterea  directă  SdE  cât  şi  puterile  homopolară  
şi   inversă  ShE   şi  SiE.   Impedanţa   firului   neutru   consumă  numai   puterea  homopolară  
ShN.  Receptorul  fiind  alimentat  de  un  generator  simetric  care  furnizează  putere  numai  
pe  componenta  directă,  deducem  că  puterile  homopolară  şi  inversă  sunt  primite  prin  
partea  dezechilibrată  a  receptorului.  

Partea  dezechilibrată  consumă  puterea:  
   S S S S S S S S SD hD dD iD hE dE iE hN= + + = − − − −    (20)  

Se  poate  afirma  că  partea  dezechilibrată  a  receptorului  se  comportă  ca  un  
convertizor  de  putere  a  componentelor  simetrice  [1],  [2],  [3],  [4],  [5].  
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Considerând  că  în  partea  echilibrată  a  receptorului  intră  şi  reţeaua  de  
alimentare  presupusă  ca  fiind  şi  ea  echilibrată,  puterea  homopolară  şi  cea  inversă  
aferentă  acestei  reţele  este  efectiv  un  consum  suplimentar  faţă  de  situaţia  unui  
receptor  echivalent,  de  aceeaşi  putere,  echilibrat.  

Se  poate  desena  o  diagramă  a  puterilor  complexe,  care  este  o  ilustrare  grafică  
a  relaţiilor  anterioare.  Prin  urmare,  interpretarea  acestei  diagrame  trebuie  să  fie  
nuanţată,  strict  legată  de  aceste  relaţii  ale  puterilor  complexe.  

Diagrama  puterilor  complexe  este  următoarea:  

S  iE

REDG

RER
N

RDR

S  g

S

S  dD

S  dE

S  iD S  hD

S  hE
S  hN

  
Fig.  2  -  Diagrama  puterilor  complexe  pentru  receptorul  dezechilibrat  real  (RDR)  

Notaţiile  au  următoarele  semnificaţii:  
-  REDG  =  receptor  extrem  dezechilibrat  generalizat;;   -  RER  =  receptor  echilibrat  real;;  
-  N  =  impedanţa  firului  neutru;;     -  RDR  =  receptor  dezechilibrat  
real.  
  
3.  Coeficienţii  de  dezechilibru  ai  impedanţelor  
  

O   caracterizare   a   receptorului   dezechilibrat   real   se   poate   face   cu   ajutorul  
coeficienţilor  de  dezechilibru  de  calcul  ai  impedanţelor  [1],  [2],  [4].  

Coeficientul  de  dezechilibru  al  componentei  directe,  al  componentei  inverse  şi  
coeficientul  de  raportare  al  impedanţei  firului  neutru  sunt  date  prin  definiţie  :  

   k
z
zd
d

h
= ;;   k

z
zi
i

h
= ;;   k

z
zN
N

h
=    (21),  (22),  (23)  

Coeficienţii  kd,  ki,  kN  sunt  în  general  numere  complexe.  
Vom  considera  şi  receptorul  echilibrat  care  conţine  pe  fiecare  fază  impedanţa  

zh.  Puterea  absorbită  de  acest  receptor  echilibrat  real  este  notată   RERS   [2],  [5].  
Prezintă  interes  studierea  puterii  directe  corespunzătoare  părţii  dezechilibrate  

şi  echilibrate,  respectiv  raportul  acestor  puteri:  

  
S
S

k k k k k k k
k k k

dD

dE

d i d i N d i

d i N
=

+ − −
− +

3 3 2 3
1 3

   (24)  

Coeficienţii  kd,  ki,  kN  sunt  în  general  numere  complexe,  ceea  ce  îngreunează  studiul.    
Considerând  circulaţia  internă  a  puterilor  active  se  pot  reprezenta  cele  două  situaţii  
cu  existenţa  fizică  (  fig.  3,  cazurile  a  şi  b  ).  
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Fig.  3  -  Diagrama  puterilor  active  pentru  receptorul  dezechilibrat  real  (RDR)  
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De  asemenea  prezintă  interes  studierea  raportului:  

   N
hE

hD k
S
S 31−−=    (25)  

  
4.  Cazul  coeficienţilor  de  dezechilibru  reali  
  

Există   cazuri   particulare   de   receptoare   trifazate   dezechilibrate   care   prezintă  
interes  şi  au  şi  avantajul  unor  simplificări  de  calcule  [1],  [2].  

Un  caz  particular  important  este  acela  în  care  coeficienţii  de  dezechilibru  sunt  
numere  reale.  Componentele  simetrice  de  calcul  ale  impedanţelor  vor  fi:  
   z ze z k ze z k ze z k zeh

j
d d

j
i i

j
N N

j= = = =α α α α;; ;; ;;    (26)  
unde:  z,  kd,  ki,  kN  sunt  numere  reale  ,  z  >  0.  

Coeficienţii   kd,   ki   fiind   numere   reale,   se   simplifică   studiul   puterii   directe  
corespunzătoare  părţii  dezechilibrate.  

Astfel  avem:  
S
S

P
P

k k k k k k k
k k k

dD

dE

dD

dE

d i d i N d i

d i N
= =

+ − −
− +

3 3 2 3
1 3

   (27)  

unde  membrul  drept  este  un  număr  real.  
Studiind  semnul  acestui   raport,  deducem  cazurile  când  partea  dezechilibrată  

se  comportă  ca  un  receptor,  respectiv  ca  un  generator  (semnul  este  plus  sau  minus).  
Pentru  un  kN  fixat,  reprezentarea  într-un  plan  raportat  la  un  sistem  cartezian  cu  axele  
kd  şi  ki  permite  delimitarea  zonelor  pozitive  şi  negative.  

În  cele  ce  urmează  vom  presupune  că  avem  kN  =  1/3,  adică  zh  =  3  zN.  Atunci  

vom  avea:  
S
S

P
P

k k k k
k k

dD

dE

dD

dE

d i d i

d i
= =

+ −
−

3 3 3
2

   (28)  

Analiza   semnului   acestui   raport   ne   indică   situaţiile   în   care   partea  
dezechilibrată   a   receptorului   primeşte   putere   activă,   respectiv   debitează   putere  
activă.    

Coeficienţii   kd,   ki   fiind   numere   reale,   se   simplifică   studiul   puterii   directe  
corespunzătoare  părţii  dezechilibrate.  

Astfel  avem:  
S
S

P
P

k k k k k k k
k k k

dD

dE

dD

dE

d i d i N d i

d i N
= =

+ − −
− +

3 3 2 3
1 3

   (29)  

unde  membrul  drept  este  un  număr  real.  
Studiind  semnul  acestui  raport,  deducem  cazurile  când  partea  dezechilibrată  

se  comportă  ca  un  receptor,  respectiv  ca  un  generator  (semnul  este  plus  sau  minus).  
Pentru  un  kN  fixat,  reprezentarea  într-un  plan  raportat  la  un  sistem  cartezian  cu  axele  
kd  şi  ki  permite  delimitarea  zonelor  pozitive  şi  negative.  

În  cele  ce  urmează  vom  presupune  că  avem  kN  =  1/3,  adică  zh  =  3  zN.  Atunci  

vom  avea:    
S
S

P
P

k k k k
k k

dD

dE

dD

dE

d i d i

d i
= =

+ −
−

3 3 3
2

   (30)  

Ecuaţiile:   k k k kd i d i
3 3 3 0+ − =    (31)  

   2 0− =k kd i    (32)  
reprezintă  un  foliu  al  lui  Descartes,  respectiv  o  hiperbolă  echilateră.  
Reprezentarea  grafică  a  celor  două  curbe  este  redată  în  figura  4.  
Foliul  lui  Descartes  admite  asimptota:  
   k kd i+ + =1 0    (33)  

El  este  simetric  faţă  de  prima  bisectoare  şi  are  “  vârful  “  de  coordonate  
3
2

3
2
,⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟ .  



Circuite  trifazate  dezechilibrate   23  

  
Fig.  4  -  Reprezentarea  grafică  a  numărătorului  (foliul  lui  Descartes)  respectiv  a  numitorului  (hiperbola  

echilateră)  pentru  raportul  PdD  /  PdE  

  
Axele  de  coordonate  sunt  tangente  la  foliu  în  origine.  
Hiperbola  echilateră  intersectează  prima  bisectoare  în  punctele  de  coordonate  

( )2 2,   şi   ( )− −2 2, .  
Studiind  semnul  numărătorului  şi  numitorului,  rezultă  pentru  raport  7  regiuni  

ale  planului  cu  semnele  indicate  în  figură.  
In  cele  patru  regiuni  ale  planului  cu  semnul  plus  partea  dezechilibrată  a  

receptorului  primeşte  putere  activă,  iar  în  cele  trei  regiuni  ale  planului  cu  semnul  
minus  partea  dezechilibrată  a  receptorului  debitează  putere  activă.  

În   lucrarea   [2]   se   face   o   astfel   de   analiză   şi   pentru   alte   cazuri   particulare  
privind  valorile  coeficienţilor  de  dezechilibru  (reprezentări  grafice  2D).    

Revenim  la  variaţia  raportului  considerat  anterior,  adică:  

  
P
P

k k k k k k k
k k k

dD

dE

d i d i N d i

d i N
=

+ − −
− +

3 3 2 3
1 3

   (34)  

Este   utilă   şi   sugestivă   reprezentarea   3D   a   acestui   raport,   respectiv   a  
suprafeţei   corespunzătoare,   pentru   un   kN   fixat.   Se   observă   domeniile   din   planul  
variabilelor  kd,  ki  unde  raportul  este  pozitiv  sau  negativ,  cu  interpretările  aferente.  

În  continuare,  se  prezintă  câteva  reprezentări  de  acest  tip  (figurile:  5,  6,  7,  8).  

  
Fig.   5   -   Reprezentarea   grafică   3D   a   variaţiei  
raportului  PdD/PdE  pentru  kN  =  0  

  
Fig.  6  -  Reprezentarea  grafică  3D  a  variaţiei  

raportului  PdD/PdE  pentru  kN  =  2/3  

  

  
Fig.   7   -   Reprezentarea   grafică   3D   a   variaţiei  
raportului  PdD/PdE  pentru  kN  =  1  

  
Fig.   8   -   Reprezentarea   grafică   3D   a   variaţiei  
raportului  PdD/PdE  pentru  kN  =  ∞  
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5.  Concluzii  
  

1.   Introducând   noţiunea   de   impedanţă   generalizată   se   pot   utiliza   sistematic  
componentele   simetrice   de   calcul   ale   impedanţelor   şi   se   poate   da   o   schemă  
echivalentă   a   receptorului   dezechilibrat,   conţinând   o   parte   echilibrată   şi   o   parte  
extrem  dezechilibrată.  

2.  Din  expresiile  puterilor  complexe  rezultă  componentele  puterilor  pe  cele  trei  
secvenţe   (homopolară,   directă,   inversă)   şi   pe   cele   trei   părţi   ale   receptorului  
considerat   (partea   echilibrată,   partea   extrem   dezechilibrată   şi   impedanţa   firului  
neutru).  

3.   În   cazul   coeficienţilor   de   dezechilibru   reali   se   face   un   studiu   detaliat   al  
circulaţiei  interne  a  puterilor  active.  

4.   Ca   observaţie,   remarcăm   că   utilizând   metoda   expusă   se   poate   face   un  
studiu   energetic,   considerând   impedanţele   liniei   dintre   generator   şi   receptor.  
Concluzia   care   rezultă   este   că   receptoarele   dezechilibrate   sunt   surse   (cauze)   de  
puteri   şi   energii   de   componente   homopolare   şi   inverse   care   sunt   absorbite   de  
receptoarele  echilibrate,  inclusiv  de  reţelele  de  alimentare  care  pot  fi  considerate  ca  
fiind  de  asemenea  echilibrate.  Consecinţa  acestor  circulaţii  de  puteri  de  componente  
simetrice   este   creşterea   consumului   tehnologic   al   reţelelor   care   se   adaugă  
influenţelor   negative   asupra   funcţionării   consumatorilor   echilibraţi.  Astfel,   se   ştie   că  
funcţionarea  motoarelor   asincrone   trifazate   în   regimuri   nesimetrice   este   însoţită   de  
scăderea   randamentului   şi   în   general   a   performanţelor   de   lucru,   datorită   apariţiei  
câmpului  magnetic  învârtitor  invers.  

Se   impune  prin  urmare  compensarea  dezechilibrului   la  consumatorii   trifazaţi.  
Această   compensare   are   mari   avantaje   tehnice   şi   economice,   fiind   o   problemă  
complexă   sub   aspect   teoretic   şi   practic.   In   general,   problema   trebuie   rezolvată   în  
corelare   cu   necesitatea   compensării   şi   a   armonicilor   superioare   şi   bineînţeles   a  
îmbunătăţirii  factorului  de  putere  [1],  [2].  
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1.  INTRODUCTION  
We  define  a  generalized  impedance  as  an  impedance  with  a  negative  real  part  (equivalent  

resistance).  Also,  we  define  the  real  unbalanced  load,  which  has  a  balanced  part  and  an  extremely  

unbalanced  part.  In  the  works  [1],  [4],  [5],  the  voltage  and  current  equations  are  considered  and  

the  power  analysis  is  made.  

  

2.  A  SYNTHESIS  USING  UNBALANCED  COEFFICIENTS  
A   characterization   of   the   real   unbalanced   load   may   be   realized   with   the   help   of   the  

unbalanced  calculation  coefficients  of  the  impedances  [1],  [2],  [3],  [4],  [5].  

The  unbalanced  coefficient  of  the  direct  component  is  by  definition:      kd=zd/zh        (1)  

The  unbalanced  coefficient  of  the  inverse  component  is  by  definition:     ki=zi/zh            (2)  

The  coefficient  of  report  of  the  impedance  of  the  neutral  wire  is:        kN=zN/zh          (3)  

   The  coefficients  kd,  ki,  kN  are,  in  general,  complex  numbers.  We  shall  consider  the  balanced  

load  which  contains  on  each  phase  the  impedance  zh.  Obviously,  this  load  is  obtained  from  the  real  

unbalanced  load  when  the  unbalanced  part  disappears  (the  triangle  123  restrains  in  point  D).  [2],  

[4]  
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   The  power  absorbed  by  this  real  balanced  load  would  be:     
*

2

3

h

d

RBL

z

U
S =              (4)  

The   results   previously   obtained   in   the   case   of   the   real   unbalanced   load   ([4],   [5])   are  

presented  in  the  following  tables.  More  precise,  we  shall  present  the  distribution  of  voltages  and  

powers  on  the  balanced  part,  on  the  unbalanced  part  and  on  the  impedance  of  the  neutral  wire.    

The  supply  is  made  with  a  direct  system  of  feeding  voltages  (U10,  U20,  U30).  

               Table  1.  The  distribution  of  voltages  
The  real  unbalanced  load  (RUL)   Voltages  
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The  impedance  of  the  neutral  

wire  

U U
k k k k

k k k k k k k k
hN d

N d N i

d i d i N N d i

=
−

+ + − + −
3 3

1 3 3 3

2

3 3
  

(N)   U
dN

= 0   
   U

iN
= 0  

  

  

It  can  be  observed  that  if  we  have   k k
d i
= = 0   we  obtain  U U

dE d
= ,  all  the  other  voltages  

become  equal  to  zero.  It  is  the  case  of  a  balanced  load,  which  has  on  each  phase  the  impedance  zh,  

feeding  with  a  direct  symmetrical  system  of  phase  voltages  of  the  network.  

The  table  2  is  obtained  regarding  the  distribution  of  powers.  

In   this   table   by   making   k k
d i
= = 0    is   obtained  

RBLdE
SS = ,   the   case   of   the   balanced  

receiver  previously  mentioned  (all  other  powers  are  null).  

Both   in   table   1   and   table   2  we   can  make   in   turn   k
i
= 0    and   k

d
= 0    and  we  obtain   the  

corresponding  expressions  of  the  respective  particular  cases.  
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                            Table  2.  The  distribution  of  powers  
The  real  unbalanced  load  (RUL)   Absorbed  powers  
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The  impedance  of  the  neutral     2
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3.  CONCLUSIONS  
Regarding   tables   1   and   2,   we   can   make   a   few   observations   which   stress   upon   some  

previously  shown  property.  

1.  The  voltages  and  powers  check  up  the  relations:  

U U U
hE hD hN
+ + = 0    (5)     S S S

hE hD hN
+ + = 0          (8)  

U U U U
dE dD dN d
+ + =    (6)     S S S U I S

dE dD dN d d g
+ + = =3

*
   (9)  

U U U
iE iD iN
+ + = 0      (7)     S S S

iE iD iN
+ + = 0          (10)  

Because  SRBL  has  its  real  part  positive,  from  the  table  2  immediately  results  that  the  active  

inverse   power   corresponding   to   the   extremely   unbalanced   part   is   negative,   so   it   is   a   power  

generated  by  the  extremely  unbalanced  load.  The  active  powers  corresponding  to  the  homopolar  

and  direct  may  be  positive  or  negative.  

2.  Regarding  the  balanced  part,  the  active  powers  are  positive  on  all  the  other  three  components.  

3.      For   the   impedance   of   the   neutral   wire   the   active   power   corresponding   to   the   homopolar  

component  may  be  positive  or  negative  (eventually  null).  If  kN  is  reduced  to  a  real  strict  positive  

number,   this   power   is   positive   (in   this   case   zN   and   zh   have   the   same   argument).   If   zN   is   a   pure  

resistance  also  the  active  power  corresponding  to  the  homopolar  component  is  positive.  

Considering  the  internal  circulation  of   the  active  powers,   the  two  situations  with  physical  
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existance  can  be  represented  (fig.1,  the  case  a  and  b).  

  

Fig.  1  The  diagram  of  the  active  powers  for  the  real  unbalanced  load  

  

In  the  figure  1  it  was  noted:  GEUL  =  generalized  extremely  unbalanced  load;;  RBL  =  real  

balanced  load;;  N  =  impedance  of  the  neutral  wire;;  RUL  =  real  unbalanced  load.  
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5.  REZUMAT  
În   lucrarea   “O   sinteză   privind   studiul   receptorului   dezechilibrat   real”   este   prezentată   o   sinteză  

privind   studiul   receptorului   dezechilibrat   real.   Se   utilizează   coeficienţii   de   dezechilibru   de   calcul   ai  

impedanţelor.  Rezultatele  sunt  redate  în  două  tabele,  urmate  de  concluzii.  
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1.  INTRODUCTION  
We  define  a  generalized  impedance  as  an  impedance  with  a  negative  real  part  (equivalent  

resistance).  Also,  we  define  the  real  unbalanced  load,  which  has  a  balanced  part  and  an  extremely  
unbalanced  part.  In  the  works  [1],  [4],  [5],  the  voltage  and  current  equations  are  considered  and  
the  power  analysis  is  made.  

  

2.  EXTREME  FUNCTIONING  SITUATIONS  
The   extreme   cases   (from   the   point   of   view   of   the   impedance   value   of   the   neutral  wire)  

represent  the  connecting  star  cases  with  a  neutral  wire  of  practical  zero  impedance  and  of  the  star  
connection  without  a  neutral  wire.  

In  every  of  each  cases  we  can  use  a  similar  analize  to  the  one  presented  previously  for  the  
general  case  of  an  zN   impedance   [1],   [2],   [3],   [4],   [5].  Some  conclusions  can  be  draw  from  the  
general  case.  So  in  the  star  connecting  case  with  a  neutral  wire  with  practicaly  a  zero  impedance  
the  table  with  the  complex  absorbed  powers  looks  like  this:  
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   Table  1.  The  distribution  of  powers  (zN  =  0)  
The  real  unbalanced  load  (RUL)   Absorbed  powers  (zN  =  0)  
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The  raport  prevoiusly  studied  (looks  like  this)  can  be  write  like  this:  

P
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            (1)  

The  study  of  this  raport  is  similar  to  the  general  case  [1],  [2],  [4].    
In   the   case   of   the   star   connection   without   a   neutral   wire,   the   table   with   the   complex  

absorbed  powers  will  take  the  shape  shown  in  table  2.  
The  raport  studied  previously  shows  like  this:  

P

P
k k

hD

hE

d i
= −                (2)  

The  study  of  this  case  is  similar  to  the  general  case  [4].  
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   Table  2.  The  distribution  of  powers  (zN  =  ∞)  
The  real  unbalanced  load  (RUL)   Absorbed  powers  (zN  =  ∞)  
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3.  CONCLUSIONS  
Keeping  in  mind  the  different  aspects  shown  in  relation  with  the  three  –  phase  unbalanced  

load  feeding  with  a  general  sistem  of  tensions  we  can  draw  some  conclusions:  

1.   Introducing  the  generalized  impedance  notion  there  can  be  used  sistematically  the  symmetric  
components   of   the   impedances   and   can   be   draw   a   equivalent   of   the   unbalanced   receiver  
containing  a  balanced  part  and  another  a  extremely  unbalanced  part.  

2.   From  the  voltage  and  current  equations  and  from  the  complex  power  expressions  results  the  
component  of  voltages  and  powers  on  the  three  sequences  (homopolar,  direct,  inverse)  and  on  
the   three   parts   of   the   receiver   (the   balanced   part,   the   extreme   unbalanced   part   and   the  
impedance   of   the   neutral  wire).   It   is   shown  an   internal  circulation  of  powers  between   these  
parts  of  the  receiver.  In  the  same  time  we  demonstrate  that  the  extreme  unbalanced  part  acts  
like  an  converter  of  power  of  the  symmetrical  components.    

3.   The   using   of   the   unbalanced   coefficients   kd,   ki,   kN   permits   a   sistematization   of   the   results  
previously  obtained.  If  we  refer  to  the  circulation  of  the  active  power,  we  understand  that  the  
active   inverse   power   of   the   extreme   unbalanced   part   is   always   negative   so   it   is   a   power  
generated  by  the  extreme  unbalanced  part  of  the  receiver.  The  balanced  part  of  a  receiver  or  a  
balanced   reveiver   absorbs   always  active  power  on  all   three  components.  But  we  evidentiate  
the  two  situations  with  objective  physical  existance.  
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4.   In   the   case   of   the   coefficient   of   unbalanced   real   there   are  must  make   a   detail   study   of   the  
internal  circulation  of  the  active  powers.  

5.   The  former  general  conclusions  remain  valid  for  the  extreme  functioning  situations.  
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5.  REZUMAT  
În  lucrarea  “Studiul  receptorului  dezechilibrat  real  pentru  situaţii  extreme  de  funcţionare”  

sunt  prezentate  situaţiile  extreme  de  funcţionare  ale  unui  receptor  dezechilibrat  real  cu  conexiune  
stea.  Aceste  cazuri  extreme  (din  punctul  de  vedere  al  valorii  impedanţei  firului  neutru)  reprezintă  
cazurile  legăturii  în  stea  cu  fir  neutru  de  impedanţă  practic  nulă  respectiv  al  legării  în  stea  fără  fir  
neutru.  Puterile  complexe  absorbite  în  cele  două  situaţii  extreme,  pe  componente  simetrice,  pentru  
partea  echilibrată,  partea  dezechilibrată  şi  pentru  impedanţa  firului  neutru  sunt  prezentate  în  două  
tabele.  
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ANALIZA  CAZURILOR  LIMITĂ  

ALE  RECEPTORULUI  DEZECHILIBRAT  REAL  

  

Vasile  Mircea  Popa  

  

Real  Unbalanced  Load  Limit  Cases  Analysis  

In   this   paper   is   defined   the  generalized   impedance,   the  generalized  extremely  unbalanced   load  

and   the   real   balanced   load.   Consider   voltages   and   currents   equations   and  make   powers   analysis.  

Also,  make  energetical  diagrams  about  the  powers  circulation  and  are  presented  the  conclusions.  

  

1.   Introducere  

Se  defineşte   impedanţa  generalizată  ca  o   impedanţă  cu  partea  reală  (rezistenţa  

echivalentă)   negativă   [1],   [2],   [3].   Aceasta   este   o   impedanţă   de   calcul,   utilă   în  

consideraţiile  următoare.  Vom  considera  în  continuare  schema  echivalentă  în  stea  a  

unui  receptor  trifazat:  

Utilizând  componentele  simetrice  de  calcul  ale  impedanţelor,  putem  scrie:  

⎪
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Partea   echilibrată   a   sistemului   trifazat   de   impedanţe   este   constituită   din  

componenta  homopolară  pentru  fiecare  fază:  

hEhEhE
zzzzzz === 321 ;;;;   

Partea   dezechilibrată   a   sistemului   trifazat   de   impedanţe   va   avea   următoarele  

impedanţe  în  fiecare  fază:  

idDidDidD
zazazzazazzzz ⋅+⋅=⋅+⋅=+= 2

3
2

21 ;;;;   

Prin  urmare,  putem  scrie  pentru  fiecare  fază:  

DEDEDE
zzzzzzzzz 333222111 ;;;; +=+=+=   

  

(1)  

(2)  

(3)  

(4)  

Fig.  1  Schema  echivalentă  în  stea  a  unui  
receptor  trifazat  

  



34   Vasile  Mircea  Popa  

În   baza   acestei   relaţii,   putem   desena   următoarea   schemă   echivalentă   a  

receptorului  din  fig.  2,  evidenţiind  partea  echilibrată  şi  cea  dezechilibrată:  

Numim   receptor   trifazat   real,   un   receptor   realizat   din   trei   impedanţe,   având  

fiecare  partea  reală  pozitivă.  Dacă  z1≠z2≠z3,  receptorul  este  numit  dezechilibrat.  

  

2.   Ecuaţia  de  tensiuni  şi  curenţi  

În  cele  ce  urmează  se  va  considera  receptorul   trifazat  din   figura  3   în  conexiune  

stea  cu  fir  neutru,  luându-se  în  considerare  şi  impedanţa  firului  neutru  zN  (fig.  3)  

Sistemul   de   tensiuni   de   fază   de   alimentare   U10,   U20,   U30   este   în   general  

nesimetric.  De  asemenea,  considerăm  receptorul  în  general  dezechilibrat.  

Aplicând   legea   lui   Ohm   pe   fiecare   fază,   teorema   I   a   lui   Kirchhoff   în   nodul   N  

precum  şi  teorema  Stokvis-Fortescue  sistemelor  de  tensiuni  şi  de  curenţi,  se  obţine  

în  urma  unui  calcul  următoarea  ecuaţie  matricială:  
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Pentru   exprimarea   componentelor   simetrice   ale   curenţilor   se   inversează   relaţia  

(5):  
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Fig.  2  Evidenţierea  părţii  echilibrate  şi  a  părţii  
dezechilibrate  (extrem  dezechilibrate)  pentru  un  

receptor  trifazat  

  

Fig.  3  Receptor  trifazat  legat  în  stea,  
cu  fir  neutru  de  impedanţă  zN  

  

(5)  

(6)  
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unde:  

   D z z z z z z z z z z z
h d i h d i N h N d i

= + + − + −3 3 3 23 3 3       (7)  

Puterea  complexă  cedată  pe  la  borne  de  reţea  (generator)  este:  

   S U I U I U I
g h h d d i i
= + +3 3 3* * *

         (8)  

Puterea   complexă   primită   de   receptorul   trifazat   cu   impedanţele   z1,   z2,   z3   şi   de  

impedanţa  firului  neutru  este:  

   S S
g

=                (9)  

Puterea  complexă  consumată  în  impedanţa  firului  neutru  este:  

  
2* 9
hNNNON
IzIUS ==             (10)  

Un   caz   particular   important   este   atunci   când   sistemul   tensiunilor   de   alimentare  

are   numai   componentă   simetrică   directă.   Consumatorul   este   alimentat   de   la   un  

generator  trifazat  simetric  cu  conexiune  stea  cu  impedanţele  interne  nule  (de  putere  

infinită).  

În  acest  caz,  ecuaţia  (6)  se  poate  scrie  în  felul  următor:  
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iar  relaţia  (9)  devine:  

   S U I
g d d
= 3 *

            (12)  

  

3.   Analiza  receptorului  extrem  dezechilibrat  generalizat  

Acest  receptor  este  caracterizat  de  condiţia  zh  =  0.  

Presupunem  şi  acum  că  sistemul  tensiunilor  de  alimentare  are  numai  componenta  

simetrică  directă.  

Ecuaţia  matricială  a  tensiunilor  (5)  ia  următoarea  formă:  
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Putem,  de  asemenea,  utiliza  ecuaţia  curenţilor  (11).  

Pentru  partea  dezechilibrată  putem  scrie:  

(11)  

(13)  
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Pentru  firul  neutru  putem  scrie:  
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            (15)  

Se  observă  că  avem  relaţiile:  
U U U

h hD hN
= + = 0                  (16)  

U U U
d dD dN
= + ,  cu  U dN

= 0             (17)  
U U U

i iD iN
= + = 0 ,  cu  U iD

= 0   şi  U iN
= 0       (18)  

Vom   calcula   puterile   absorbite   de   receptorul   extrem   dezechilibrat   generalizat  

(REDG).  

Puterile  pentru  partea  dezechilibrată  sunt:  
*
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2
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hhDhD IU
D
zz9IU3S −==

            (19)  
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               (21)  

Puterile  pentru  impedanţa  firului  neutru  sunt:  
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Se  observă  că:  
S S
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S U I S
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               (26)  
S
iD
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Puterea  totală  absorbită  de  receptorul  extrem  dezechilibrat  este:  
S S S

D N
= +                   (28)  

S S S S
D hD dD iD
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Rezultă:  
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Se   poate   evidenţia   o   circulaţie   de   putere   internă   între   partea   dezechilibrată   şi  

impedanţa   firului   neutru.   Impedanţa   firului   neutru   consumă   numai   puterea  
homopolară   S

hN
.   Receptorul   fiind   alimentat   cu   un   sistem   simetric   de   tensiuni,   el  

primeşte  putere  numai  pe  componenta  directă.  Puterea  homopolară  este  deci  primită  

de  impedanţa  firului  neutru  prin  intermediul  receptorului  extrem  dezechilibrat.  

Partea  dezechilibrată  consumă  puterea:  
   S S S S S S

D hD dD iD hN
= + + = −          (32)  

Diagrama  puterilor  complexe  este:  

Am  notat:    

-  REDG  =  receptorul  extrem  dezechilibrat  generalizat;;  

-  N  =  impedanţa  firului  neutru.  

  

4.   Analiza  receptorului  echilibrat  real  

Acest  receptor  este  caracterizat  de  condiţiile  zd=0  şi  zi=0.  

Se  poate  face  asemănător  o  analiză  a  acestui  receptor  ([2],  [3]),  particularizându-

se,  ecuaţiile  de   tensiuni  şi  curenţi  şi  calculându-se  puterile  absorbite  de  receptorul  

echilibrat  real  (RER).  

Diagrama  puterilor  complexe  este:  

  

  

  

  

REDG  

N  

S  g  

S  

S  dD  

S  hD  

S  hN  

  

RER N
S  g

S

S  dD

S  hE  =  0 S  hN  =  0
  

Fig.  5  Diagrama  puterilor  complexe  pentru  receptorul  echilibrat  real  (RER)  

Fig.  4  Diagrama  puterilor  complexe  pentru  
receptorul  extrem  dezechilibrat  generalizat  

(REDG)  
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5.   Concluzii  

Introducând   noţiunea   de   impedanţă   generalizată   se   pot   utiliza   sistematic  

componentele   simetrice   de   calcul   ale   impedanţelor   şi   se   poate   da   o   schemă  

echivalentă   a   receptorului   dezechilibrat,   conţinând   o   parte   echilibrată   şi   o   parte  

extrem  dezechilibrată.  

Din  ecuaţiile  de   tensiuni  şi  de  curenţi  şi  din  expresiile  puterilor  complexe  rezultă  

componentele   tensiunilor   şi   puterilor   pe   cele   trei   secvenţe   (homopolară,   directă,  

inversă)   şi   pe   cele   trei   părţi   ale   receptorului   considerat   (partea   echilibrată,   partea  

extrem  dezechilibrată  şi   impedanţa  firului  neutru).  Este  pusă  în  evidenţă  o  circulaţie  

internă  de  putere  între  aceste  părţi  ale  receptorului,  redată  în  figura  1.14.  În  acelaşi  

timp   se   demonstrează   că   partea   extrem   dezechilibrată   se   comportă   ca   un  

convertizor  de  putere  a  componentelor  simetrice.  
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Abstract:   The   paper   proposes   a   new   method   for  
calculating  the  number  of  equivalence  classes  for  discreet  
unbalanced   loads.  The  determination  of   this  number   is  a  
combinatorial   problem   of   distributing   n   objects   (µ   
classes  of  objects  where  the  class  j  contains   jλ    identical  

objects,   so   that   n
1j

j =λ∑
µ

=
)   in   m   cells   of   capacity   il ,  

having   nl
m

1i
i =∑

=
.  

1.  Introduction  

Consider   a   polyphasic   unbalanced   load   and  
equivalent  scheme  in  star  connection  (fig.1).  

Fig.1  
The   phase   i   of   load   requires   a   number   il   

from   the   elementary   impedances   (i=1,2,…,m)  
(fig.2).  

  
Fig.2  

We   have   µ    impedance   classes,   where   the  
class   j   contains   jλ    identical   impedances  

),...,2,1j( µ=   .  
Supposing  that:  

   ∑∑
=

µ

=

==λ
m

1i
i

1j
j nl    (1)  

the   number   of   polyphasic   load   unbalanced  
classes  is  finite.  

If  we  note  this  number:  

   ( )
( )µλλλ= ...,,,n

l...,,l,ln
21

m21
GN    (2)  

we   can   use   for   his   calculation   an   original  
algorithm  we  are  going  to  present  below.  

2.  Original  algorithm  

I  propose  the  following  algorithm  [3].  
a)  We  solve  the  polynomial:  

  
µλλλ= P...PPP

21
   (3)  

where:  

   ( )
jjj

x...,,x,xPP 21 λλλ =     

is  a  Newton  type  polynomial  of  degree   jλ   in   jλ   
variables  [1].  

   ( )λ= x...,,x,xPP 21    (4)  

will  have  a:  

   n
1j

j =λ∑
µ

=

  

1  
2  

m

N
1  
2  

m

Z1  
Z2  

Zm  
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degree  and  λ   variables,  where:  

   ( )µλλλ=λ ...,,,max 21 .  

b)  We  replace  in  P:  

  

λλλ
λ +++=

+++=

+++=

m21

2
m

2
2

2
12

m211

y...yyx

y...yyx

y...yyx

M
   (5)  

c)  With   the   help   of   the   multinominal   theorem  
we   calculate   the   coefficient   of   the   single   term  

m21 l
m

l
2

l
1 y...yy   of  the  expansion  of  P,  which  will  be  

the  number  we  are  looking  for.  
The  general  polynomial  of  Newton   type   has  

the  form:  

∑
≥

=+++

=

0k...,,k,k
nnk...k2k n

k
2

k
1

k

k
n

k
2

k
1

n

n21
n21

n21

n21

!kn!...k2!k1
x...xxP .   (6)  

Applying   the   above   mentioned   general  
formula   we   can   easily   obtain   the   first   Newton  
type  polynomials:  

11 xP =   

( )22
12 xx

2
1P +=   

( )321
3
13 x2xx3x

6
1P ++=   

( )42
2312

2
1

4
14 x6x3xx8xx6x

24
1P ++++=   

The   algorithm   that   we   displayed   before  
coincides   with   the   Pólya   –   de   Brujin  
enumeration   method   used   in   our   problem   case  
[2].  

We   can   also   remark      that   the   number   N    
represents   also   the   number   of   matrices   with  µ  
rows  and  m  columns,  made  of  natural  numbers,  
where   the   sum   of   the   rows   and   columns   are  
given:  

  

m21

m222212

m112111

m21

xxx

xxx
xxx
llln

µµµµλ

λ
λ

L

MMMM

L

L

L

   (7)  

The   algorithm   was   programmed   on   the  
electronic  computer.  

3.  Conclusions  

This  paper  presents  a  mathematical  model  for  
polyphasic   loads   unbalances   classes   analysis.  
The   number   N   represents   also   the   number   of  
solutions  for  the  system  of  equations:  

0x;;0l,;;lx;;x jiij
1j

ijij

m

1i
ji ≥>λ=λ= ∑∑

µ

==

T

he   numbers   jix    are      natural   numbers   and   the  
numbers   jλ ,   il    are   strictly   positive   natural  
numbers.   The   system   has   mµ    unknowns  
(because  of  the  equilibrium  conditions  (1)).  

As  an  application  we  propose  to  the  reader  to  
check  up  by  calculation  the  equalities:  

   ( )
( ) 1548G 1,1,2,2,28

1,1,1,1,2,28 =   

   ( )
( ) 4900G 1,1,2,2,39

1,1,1,1,1,2,28 =   
and   to   formulate   the   according   problems  
complying  with   the   count  of   solutions   both   for  
the  before  system  and  for  the  matrices  (7).  
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1.  Introduction  
  

We  are  considering  an  m-phased  unbalanced  load  and  

the  equivalent  scheme  in  star  connection.  We  assume  that  

the  phases  are  distinct  between   them  (discernible).   If   the  

impedances   from  the  m  phases  are  made  up   (in  a   series)  

of  elementary  impedances  (physical  elements),  we  call  the  

m-phased   load   discreet   unbalanced   load   (DUL).   [3],[4].  
We   assume   that   we   have   n   elementary   impedances,  

namely  µ  classes  of  different  elementary  impedances,  the  
j  class  containing  λj  identical  impedances,  thus:  

      n

1j

j
=λ∑

µ

=
.   (1)  

The   m   distinct   phases   of   the   load   with   a   star  

connection,  contain  li  elementary  impedances  each,  with:  

      nl

m

1i

i
=∑

=

.   (2)  

The   scheme   of   such   a   discreet   unbalanced   load   is  

given  in  fig  1.  

We   call   such   a   discreet   unbalanced   load   of   the  

n(l1,l2,…,lm;;λ1,λ2,...,λµ)  type.  
We   are   to   imply   next   that   the   discreet   unbalanced  

loads  (DUL),  which  we  are  to  consider,  do  belong  to  this  

type.  

At  the  transfer  of  some  elementary  impedances  from  a  

phase   to   another   we   obtain   different   unbalances   loads,  

which  introduce  different  types  of  lack  of  balance  into  the  

network  where  they  belong.  

Particularly,   some  of   these   loads  can  be  balanced  but  

they  can  be  considered  as  limit  cases  of  unbalanced  loads  

[3].  

  

Figure  1.  
  

A  question  that  is  raised  immediately  is  determined  by  

the   number   of   possible   unbalanced,   in   other   words,   the  

number   of   the   discreet   unbalanced   load.   The   number   of  

the   discreet   unbalanced   loads,  which  may   exist,   is   finite  

and  we  note  it:  

      ( ) ( )
( )µλλλ

==
,...,,n

l,...,l,ln

21

m21

GDULNN .   (  3  )  

By   the   N=N(DUL)   number   calculation   we   use  

methods   from   the   discreet   mathematics,   to   be   more  

exactly,  from  the  combinatorics.  [1],  [2],  [3].  
  

2.  The  algebraic  model  for  RDD  
  

The  algebraic  model   for   the  discreet  unbalanced   load  

is  the  bijection  between  two  multiple  sets  [3],[4].  We  take  

into   consideration   two   finite   sets   X   and   Y,   having   the  

same  number   of   elements:  ⏐X⏐=⏐Y⏐=n,   as  well   as   the  
set   of   bijections   f   :   X→Y,   that   we   note   as   Y

x  
.   Let   us  

assume  an  equivalence  relation  (ρ1)  defined  on  the  set  X,  
which   determines   a   partition   of   the   set   X,   where   µ  
equivalence  classes  Xj  containing  each  λj  elements,  that  is  
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⏐Xj⏐=λj,   (j=1,2…µ).   The   elements   of   an   equivalence  
class  will   be   called   equivalent   or   identical.   In   the   same  

way,   we   consider   an   equivalent   relation   (ρ2)   defined   on  
the  set  Y,  which  determines  a  partition  of  the  set  Y  in  m  

classes   of   equivalence,   Yi   containing   each   li   elements,  

namely  ⏐Yi⏐=  li  (i=1,2…m).  In  this  way,  the  sets  X  and  Y  

become   multiple   sets,   namely   sets   where   the   elements  

may  repeat.  Using  this  terminology,  we  may  say  that  the  

set  X  contains  µ  distinct  elements,  the  j  element  repeating  
λj  times  (j=1,2…µ).  Likewise,  for  the  set  Y.  

Now  we  are  to  consider  a  permutations  group  G  of  the  

set   X   that   is   the   simple   (or   direct)   product   of   the  

symmetrical   groups   of   permutations   for   the   equivalence  

classes  elements  from  X  [1],  [2],  [3].    
This   group   is  noted   as:  

µλλλ ⋅⋅⋅= S...SSG
21

   and   it   is  

defined   the   following   way:   for   any   G∈α ,  
j

S
j λ∈α ,  

j
Xx∈ ,  we  have:  

      ( ) ( )( ) ( )xx,...,,...,,x
jj21

α=αααα=α µ    (4)  

      ( µ= ,...,2,1j )  

The  defition  is  consistent.  Due   to   the   fact   that  G   is  a  

finite  subset  of  Sn  ,  in  order  that  G  may  be  a  permutation  

group   of   the   set  X   (a   sub-group   of   the   symmetric   group  

Sn)  it  is  sufficient  for  us  to  check  that  for  any  α,  α′∈G  ⇒  

αα′∈G   (we   noted   αα′   the   α   and   α′    permutation  
composition).   Let   ( )µααα=α ,....,,...,

j1
   and  

( )',...,',...,''
j1 µααα=α    be.   For   any  

j
Xx∈ ,   we   get   after  

the  definition:    

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )x'x'x'x'x'
jjjjj

αα=αα=αα=αα=αα   

We  thus  obtain:  

( )',...,',...,',''
jj2211 µµαααααααα=αα    and   we   can  

observe  that   G'∈αα .  

Therefore  G   is  a  permutation  group  of   the  X  set.  We  

used  the  finite  subgroups  characterisation  theorem  [1],[2].  
Thus,   through   this  permutation  group,  any  X   element   of  

the  X  set   is  changed   into  an  element   that  belongs   to   the  

same  equivalence  class  as  X.  

Analogously,   we   also   consider   the   H   permutation  

group  of  the  Y  set:  

     
m21
lll

S...SSH ⋅⋅⋅= .  

For  any   H∈β ,  
i
li

S∈β ,  
i

Yy∈ ,  we  have:  

      ( ) ( )( ) ( )yy,...,,...,,y
imi21

β=ββββ=β    (5)  

      ( m,...,2,1i = )  

That   is,   through   the  permutation  of   this  group,  any   y  

element   of   the   Y   set   is   changed   into   an   element   that  

belong  to  the  same  equivalence  class  as  y.  

There   can   be   defined   an   equivalence   relation   (ρ)   on  
the  Y

x
  set,  as  follows:f1∼  f2  if  α∈G  and  β∈H  exist,  so  that  

f2=   βf1α.  We   demonstrate   that   the   relation   defined   like  

this   is   an   equivalence   relation   on   the   bijections   set   f:  

X→Y,  in  ratio  with  the  G  and  H  permutation  groups.  

The   relation   is   reflexive:   f   ~   f,   because   f   =   ε2   f   ε1,  
where   ε1∈G   and   ε2  ∈H   are   identical   permutations   from  
the  two  permutation  groups.  The  relation  is  symmetrical:  

f1  ~  f2  ⇒  f2  ~  f1.  It  is  true  that  f2  =  β  f1  α  leads  to  f1  =  β-1
  

f2   α-1
,   where   α-1∈G   and   β-1∈H,fact   that   proves   the  

assertion.  The  relation  is  transitive:  f1  ~  f2  and  f2  ~  f3  ⇒  f1  

~   f3.  That   is,   from  f2  =  β   f1  α   and   f3  =  β'   f2  α'   it  results  

α ′′β ′′=α′αββ′=
113
fff ,   where:   H∈β′′=ββ′    and  

G∈α ′′=α′α .    

The  relation  (ρ)  of  equivalence  determines  a  partition  
of   the  Y

x  
set   into  classes   of   equivalence.  The  number  of  

these   classes   of   equivalence   is   noted   in   the   following  

way:  

      ( )
( )µλλλ=ρ ,...,,n

l,...,l,ln

x 21

m21

G/Y .   (6)  

We   notice   that   the   setting   forth   of   this   problem   is  

equivalent   to   the   problem   to   define   the   discreet  

unbalanced  load  (DUL).    

We  take  into  consideration  n  elementary  impedance  (µ  
impedance   classes,   the   j   class   containing   λj   identical  

impedances,   as   n

1j

j
=λ∑

µ

=

)   and   m   phases,   the   i   phase  

receiving   li   elementary   inseried   impedances,   with  

∑
=

=
m

1i

i
nl .  

The  n  impedances  are  distributed  in  the  m  phases.  The  

number  of  possible  distribution  is:  

      ( ) ( )
( )µλλλ

==
,...,,n

l,...,l,ln

21

m21

GDULNN .   (7)  

  

3.  Conclusions  
  

Therefore,   the   mathematical   model   for   the   discreet  

unbalanced  load  is  the  bijection  between  two  multiple  sets  

and  the  counting  of  the  discreet  unbalanced  loads  (DUL)  

is   reduced   to   the   bijections   between   two   multiple   sets  

counting  [4].  
We  also  note   that   the  defined   relation   for   the   lack  of  

balance  on  the  discreet  loads  set  is  an  equivalence  relation  

and   the   classes   with   lack   of   balance   are   corresponding  

equivalence  classes.  

The  author  of   this  paper  has  elaborated   four  methods  

for  the  calculation  of  the  N  (DUL)  number  [3].  
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1.  Introduction  
  
The   m-   phased   discreet   unbalanced   load   of   the  

n(l1,l2,…,lm;;λ1,λ2,…,λµ)   type   has   been   defined   in   some  
previous  papers  [2],  [3].  

We  are  considering  an  m-phased  unbalanced  load  and  
the  equivalent  scheme  in  star  connection.  We  assume  that  
the  phases  are  distinct  between   them  (discernible).   If   the  
impedances   from  the  m  phases  are  made  up   (in  a   series)  
of  elementary  impedances  (physical  elements),  we  call  the  
m-phased   load   discreet   unbalanced   load   (DUL).   [2].  We  
assume  that  we  have  n  elementary  impedances,  namely  µ  
classes   of   different   elementary   impedances,   the   j   class  
containing  λj  identical  impedances,  thus:  

      n
1j

j =λ∑
µ

=
.     

The   m   distinct   phases   of   the   load   with   a   star  
connection,  contain  li  elementary  impedances  each,  with:  

      nl
m

1i
i =∑

=
.     

The   scheme   of   such   a   discreet   unbalanced   load   is  
given  in  fig  1.  

We   call   such   a   discreet   unbalanced   load   of   the  
n(l1,l2,…,lm;;λ1,λ2…λµ)  type.  

We   are   to   imply   next   that   the   discreet   unbalanced  
loads  (DUL),  which  we  are  to  consider,  do  belong  to  this  
type.  

At  the  transfer  of  some  elementary  impedances  from  a  
phase   to   another   we   obtain   different   unbalances   loads,  
which  introduce  different  types  of  lack  of  balance  into  the  
network   where   they   belong.Particularly,   some   of   these  
loads  can  be  balanced  but  they  can  be  considered  as  limit  
cases  of  unbalanced  loads  [2]  

  
Figure  1.  

A  question  that  is  raised  immediately  is  determined  by  
the   number   of   possible   unbalanced,   in   other   words,   the  
number   of   the   discreet   unbalanced   load.   The   number   of  
the   discreet   unbalanced   loads,  which  may   exist,   is   finite  
and  we  note  it:  

      ( ) ( )
( )µλλλ== ,...,,n

l,...,l,ln
21

m21
GDULNN   

The  author  of   this  paper  has  elaborated   four  methods  
for  the  N  (DUL)  number  calculation.  These  are:  

1.  The  enumeration  method  
2.  The  Newton  type  polynomials  method  
3.  The  recurrence  method  
4.  The  order  reducing  method.  

  The   Newton   type   polynomials   method   has   been   set  
forth   in   the   [3]   paper.  Now  we   are   going   to   present   the  
enumeration  method.  
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2.  The  enumeration  method  
  
This   method   is   based   on   the   observation   that   the   N  

number  is  equal  to  the  solutions  number  of  the  system:  
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Where   0l, ij >λ ;;   0x ji ≥   are  natural  numbers.  

This   system   has   µm   unknowns   and   1m −+µ   
independent   equations   (because   of   the   conditions  

nl
m

1i
i

1j
j ==λ ∑∑

=

µ

=
).  

Therefore,  the  non-determination  degree  of  system  is:  
  
      ( ) ( )( )1m11mm −−µ=−+µ−µ    (2)  
  
We   notice   that   the   N   number   also   represents   the  

matrices  number  with  µ  rows  and  m  columns,  containing  
natural  numbers,  where  the  sum  of  the  rows,  respectively  
of  the  columns,  are  imposed:  

  
n   l1   l2                  …   lm  
λ1   x11   x12            …   x1m  
λ2 x21   x22            ...   x2m  
. .   .   .  
. .   .   .  
. .   .   .  

λµ xµ1   xµ2            ...   xµm  
         (3)  
  
The  enumeration  method  “manually”  applied,  consist  

of  the  effective  construction  of  the  matrices  of  the  type  (3)  
and   their   counting.   It   is   obvious   that   for   n   capital,   this  
variant   is   totally   unpractical.   Based   on   the   enumeration  
method,   we   made   up   a   computer   program   (called   the  
RDD   program)   which   systematically   generates   matrices  
of   the   (3)   type   and   finally   it   gives   the   number   of   these  
matrices.  The  problem  is  reduced  to  the  determination  of  
the   reduced   matrices   with   µ-1   and   m   –   1   dimensions,  
where  the  xji  variables  take  natural  values  between  0  and  a  
maximum  value  and   their   sum   is  higher  than  or  equal   to  
the   11ln λ−− .  

We  may  write:  
  

( )i,1ji2i1i,j2jjji x...xl;;x...xminx0 −− −−−−−−λ≤≤

         (4)  
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referring  to  the  matrix:  
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The   number   of   the   reduced   matrices   of   the   (6)   type  

coincides  with  the  (3)  matrices  number  and  it  is  exactly  N  
(DUL)  

A  numeric  example  obtained:  
      ( )

( ) 2211G 10,10,1030
10,10,1030 =    (7)  
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1.  Introduction  
  
In  some  previous  papers[3],  [4]   it  was  defined  the  m-

phased  load  of  the  n(l1,l2,...,lm;;  λ1,  λ2,…,  λµ)  type.  
We  are  considering  an  m-phased  unbalanced  load  and  

the  equivalent  scheme  in  star  connection.  We  assume  that  
the  phases  are  distinct  between   them  (discernible).   If   the  
impedances   from  the  m  phases  are  made  up   (in  a   series)  
of  elementary  impedances  (physical  elements),  we  call  the  
m-phased   load   discreet   unbalanced   load   (DUL).   [2].  We  
assume  that  we  have  n  elementary  impedances,  namely  µ  
classes   of   different   elementary   impedances,   the   j   class  
containing  λj  identical  impedances,  thus:  

      n
1j

j =λ∑
µ

=
.   (1)  

The   m   distinct   phases   of   the   load   with   a   star  
connection,  contain  li  elementary  impedances  each,  with:  

      nl
m

1i
i =∑

=

.   (2)  

The   scheme   of   such   a   discreet   unbalanced   load   is  
given  in  fig  1.  

We   call   such   a   discreet   unbalanced   load   of   the  
n(l1,l2,...,lm;;  λ1,λ2,...,λµ)  type.  

We  are  to  imply  next  that  the  discreet  unbalanced  loads  

(DUL),  which  we  are  to  consider,  do  belong  to  this  type.  
At  the  transfer  of  some  elementary  impedances  from  a  

phase   to   another   we   obtain   different   unbalances   loads,  
which  introduce  different  types  of  lack  of  balance  into  the  
network  where  they  belong.  

Particularly,  some  of  these  loads  can  be  balanced  but  
they  can  be  considered  as  limit  cases  of  unbalanced  loads  
[2]  

  
Figure  1.  

  
A  question  that  is  raised  immediately  is  determined  by  

the   number   of   possible   unbalanced,   in   other   words,   the  
number   of   the   discreet   unbalanced   load.   The   number   of  
the   discreet   unbalanced   loads,  which  may   exist,   is   finite  
and  we  note  it:  

      ( ) ( )
( )µλλλ== ,...,,n

l,...,l,ln
21

m21
GDULNN .   (3)  

This   paper   shows   the   recurrence   method   for   the  
discreet   unbalanced   loads   for   the   N   (DUL)   number  
calculation.  
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2.  The  recurrence  method  
  
The  number  of  the  unbalanced  classes  for  the  discreet  

unbalanced  loads  can  be  determined  with  the  aid  of  some  
N  (DUL)  numbers  with  lesser  order.  

The   recurrence   relations   are   easily   deduced   starting  
from   the   definition   of   the   number   N   (DUL).By   the  
decreasing   order   of   te   superior   and   inferior   indices   and  
the   using   of   the   symmetrical   properties   it   was  
determinated  that:  

      λµ=min  (l1,  l2,...,lm;;  λ1,  λ2,…,  λµ)   (4)  
a)  if  λµ=1,  it  results:  

      ( )
( )

( )
( )∑ −µµ λλλ−

−−
λλλ =

R

,...,,1n
l...,1l,...,l,l1n

,...,,n
l,...,l,ln

121
mi21

21
m21

GG    (5)  

where  R  is  the  equation  solutions  set:  
      1x...xx m21 =+++    (6)  

in  natural  numbers,  with   1x0 i ≤≤ ,  ( m,...,2,1i = ).    

The  solutions  number  of  this  equation  is:  

mcR 1
m ==   (combinations  with  repetition).     (7)  

b)  if  λµ=2,  it  results:  

      ( )
( )

( )
( )

∑ −µµ λλλ−
−−

λλλ =
R

,...,,2n
l,...,2l,...,l,l2n

,...,,n
l,...,l,ln

121
mi21

21
m21

GG    (8)  

where  R  is  the  equation  solutions  set:  
      2x...xx m21 =+++    (9)  

in  natural  numbers,  with   2x0 i ≤≤ ,  ( m,...,2,1i = ).  

The  solutions  number  of  this  equation  is:  

      ( )
2

1mmcR 2
m

+
== .   (10)  

c)  if  λµ=3  it  results:  

      ( )
( )

( )
( )

∑ −µµ λλλ−
−−

λλλ =
R

,...,,3n
l,...,3l,...,l,l3n

,...,,n
l,...,l,ln

121
mi21

21
m21

GG    (11)  

where  R  is  the  equation  solutions  set:  
      3x...xx m21 =+++    (12)  

in  natural  numbers,  with   3x0 i ≤≤ ,  ( m,...,2,1i = ).  

The  number  of  solutions  for  this  equation  is:  

      ( )( )
6

2m1mmcR 3
m

++== .   (13)  

The   list   of   these   recurrence   relations  may   continue,  
but   their   application   becomes   more   and  more   difficult,  
because  of  the  increasing  of   R .  

Very   simple   and   advantageously   is   the   applying   of  
the  first  two  recurrence  relation,  that  is  for:  
      λµ=1,  and  λµ=2  
We  illustrate  the  method  giving  an  example.  

Calculate  the  number:   ( )
( )1,2,3,410

2,2,3,310GN = .  

Applying  the  relation  (2),  we  obtain:  

   ( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( ) 3928721092G2G2

GGGGN
2,3,49
1,2,3,39

2,3,49
2,2,2,39

2,3,49
1,2,3,39

2,3,49
2,1,3,39

2,3,49
2,2,2,39

2,3,49
2,2,3,29

=⋅+⋅=⋅+⋅=

=+++=
  

It  is  obvious  that  the  applying  of  the  recurrence  relation  
for  N  (DUL)  it  is  assumed  the  knowledge  of  the  value  for  
this  type  of  inferior  order  numbers  (n-1,  n-2,  …).  
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Abstract:  The  paper  proposes  a  new  method  for  calculating  the  number  of  equivalence  classes  for  discreet  unbalanced  

loads,   the   order   reducing   method.   The   determination   of   this   number   is   a   combinatorial   problem   of   distributing   n   

impedances  (µ   classes  of  impedances  where  the  class  j  contains  
j

λ   equivalent  impedances)  in   m   phases  of  capacity    

i
l .   The   discreet   unbalanced   load   is   defined   in   this   paper.   The   paper   proposes   an   algebraic   characterization   for  

unbalanced   discreet   loads.   The   algebraic   model   is   the   bijection   between   two   finite   multiple   sets.   The   number   of  

unbalanced  discreet  loads  is  the  number  of  equivalence  classes  for  equivalence  relation  defined  onto  bijection  set.  This  

paper  presents  a  method  for  unbalanced  discreet  loads  number  calculation.  Four  methods  are  presented  and  the    order  

reducing  method   is  detailed.  The  enumeration  method  algorithm  was  programmed  on   the  electronic  computer.   In   the  

paper   numerical   computational   examples   are   given.   At   the   end   of   the   paper   the   conclusions   and   references   are  

presented.  
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1.  Introduction  

  

We   are   considering   an   m-phased   unbalanced   load   and  

the  equivalent  scheme  in  star  connection  (fig.  1,  fig.  2).    

Figure  1  –  A  polyphasic  unbalanced  load  

Figure  2  –  Equivalent  scheme  in  star  connection  

  

We   assume   that   the   phases   are   distinct   between   them  

(discernible).   If   the   impedances   from   the  m   phases   are  

made   up   (in   a   series)   of   elementary   impedances  

(physical   elements),  we   call   the  m-phased   load   discreet  

unbalanced  load  (DUL).  [4],  [5],  [9].  We  assume  that  we  

have   n   elementary   impedances,   namely   µ   classes   of  
different   elementary   impedances,   the   j   class   containing  

λj  identical  impedances,  thus:  

   n

1j

j
=λ∑

µ

=

   (1)  

The   m   distinct   phases   of   the   load   with   a   star  

connection,  contain  li    elementary  impedances  each,  with:  

   nl

m

1i

i
=∑

=

   (2)  

The   scheme   of   such   a   discreet   unbalanced   load   is  

given  in  fig.  3.  

We   call   such   a   discreet   unbalanced   load   of  

the ( )µλλλ ...,,,;;l...,,l,ln
21m21

  type.  

We   are   to   imply   next   that   the   discreet   unbalanced  

1  

2  

m  

N  

1  

2  

m  

Z1  

Z2  

Zm  
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loads  (DUL),  which  we  are  to  consider,  do  belong  to  this  

type.  

At  the  transfer  of  some  elementary  impedances  from  a  

phase   to   another   we   obtain   different   unbalances   loads,  

which   introduce   different   types   of   lack   of   balance   into  

the  network  where  they  belong.  

Particularly,   some  of   these   loads   can  be  balanced  but  

they   can   be   considered   as   limit   cases   of   unbalanced  

loads  [5]  

  
Figure  3  –  Discreet  unbalanced  load  

  

A  question  that  is  raised  immediately  is  determined  by  

the  number   of   possible   unbalanced,   in   other  words,   the  

number  of  the  discreet  unbalanced  load.  The  number  of  

the  discreet  unbalanced  loads,  which  may  exist,   is  finite  

and  we  note  it:  

   ( ) ( )
( )µλλλ== ...,,,n

l...,,l,ln

21

m21

GDULNN    (3)  

By   the   ( )DULNN =    number   calculation   we   use  

methods   from   the   discreet   mathematics,   to   be   more  

exactly,  from  the  combinatorics.  [5],  [2],  [17],  [18].  
  

2.  The  mathematical  model  for  DUL  [6]  

  

The   mathematical   model   for   the   discreet   unbalanced  

load   is   the   bijection   between   two  multiple   sets   [4],[5].  
We   take   into   consideration   two   finite   sets   X   and   Y,  

having   the   same   number   of   elements:   nYX == ,   as  

well  as  the  set  of  bijections   f   :   YX →    that  we  note  as  

X
Y

  
.  Let  us  assume  an  equivalence  relation  (ρ1)  defined  

on   the  set  X,  which  determines  a  partition  of   the  set  X,  

where   µ   equivalence   classes   Xj   containing   each   λj  

elements,  that  is   ( )µ=λ= ...,,2,1j,X
jj

.  The  elements  

of   an   equivalence   class   will   be   called   equivalent   or  

identical.   In   the   same   way,   we   consider   an   equivalent  

relation   (ρ2)   defined   on   the   set   Y,   which   determines   a  
partition   of   the   set   Y   in   m   classes   of   equivalence,   Yi  

containing   each   li   elements,   namely  
ii
lY =   

( )m...,,2,1i = .   In   this   way,   the   sets   X   and   Y   become  

multiple   sets,   namely   sets   where   the   elements   may  

repeat.  Using  this  terminology,  we  may  say  that  the  set  X  

contains  µ   distinct   elements,   the   j   element   repeating  λj  

times   ( )µ= ...,,2,1j .  Likewise,  for  the  set  Y.  

Now  we  are  to  consider  a  permutations  group  G  of  the  

set   X   that   is   the   simple   (or   direct)   product   of   the  

symmetrical  groups  of  permutations  for  the  equivalence  

classes  elements  from  X  [5],  [2],  [17],  [18].    
This  group  is  noted  as:  

µλλλ ×××= S...SSG
21

  and  it  

is   defined   the   following  way:   for   any G∈α ,  
jj

Sλ∈α ,  

j
Xx∈ ,  we  have:  

   ( ) ( )( ) ( )xx...,,...,,,x
jj21

α=αααα=α µ    (4)  

   ( )µ= ...,,2,1j   

The  definition  is  consistent.  Due  to  the  fact  that  G  is  a  

finite  subset  of  Sn  ,  in  order  that  G  may  be  a  permutation  

group  of  the  set  X  (a  sub-group  of  the  symmetric  group  

Sn)  it  is  sufficient  for  us  to  check  that  for  any   α ,   G'∈α   

G'∈αα⇒    (we  noted   'αα    the   α    and   'α    permutation  
composition).   Let   ( )µαααα=α ...,,...,,,

j21
   and  

( )µαααα=α '...,,'...,,',''
j21

be.   For   any  
j

Xx∈ ,   we  

get  after  the  definition:    

   ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )x'x'x'x'x'
jjjjj

αα=αα=αα=αα=αα   

We  thus  obtain:  

   ( )µµαααααααα=αα '...,,'...,,',''
jj2211

   and  we   can  

observe  that   G'∈αα .  

Therefore  G   is  a  permutation  group  of   the  X  set.  We  

used   the   finite   subgroups   characterisation   theorem  

[2],[17],[18].  Thus,  through  this  permutation  group,  any  
X  element  of   the  X  set   is  changed   into  an  element   that  

belongs  to  the  same  equivalence  class  as  X.  

Analogously,   we   also   consider   the   H   permutation  

group  of  the  Y  set:  

  
m21
lll

S...SSH ×××= .  

For  any   H∈β ,  
i
li

S∈β ,  
i

Yy∈ ,  we  have:  

   ( ) ( )( ) ( )yy...,,...,,,y
imi21

β=ββββ=β    (5)  

   ( )m...,,2,1i =   

That   is,   through   the   permutation   of   this   group,   any   y  

element   of   the   Y   set   is   changed   into   an   element   that  

belong  to  the  same  equivalence  class  as  y.  

There   can   be   defined   an   equivalence   relation   (ρ)   on  
the  

X
Y    set,   as   follows:  

21
f~f    if   G∈α    and   H∈β   

exist,  so  that   αβ=
12
ff .  We  demonstrate  that  the  relation  

defined   like   this   is   an   equivalence   relation   on   the  

bijections   set   YX:f → ,   in   ratio   with   the   G   and   H  

permutation  groups.  

The   relation   is   reflexive:   f~f ,   because  
12

ff εε= ,  

where   G
1

∈ε    and   H
2

∈ε    are   identical   permutations  

from   the   two   permutation   groups.   The   relation   is  

symmetrical:  
1221
f~ff~f ⇒ .   It   is   true   that   αβ=

12
ff   

leads   to  
1

2

1

1
ff

−− αβ= ,   where   G
1 ∈α−

   and   H
1 ∈β−

,  

fact   that   proves   the   assertion.  The   relation   is   transitive:  

21
f~f    and  

32
f~f

31
f~f⇒ .   That   is,   from   αβ=

12
ff   

and   'f'f
23
αβ=   it  results   ''f'''f'f

113
αβ=ααββ= ,  where:  

H''' ∈β=ββ and   G''' ∈α=αα .  

The  relation   (ρ)  of  equivalence  determines  a  partition  
of  the  

X
Y

  
set  into  classes  of  equivalence.  The  number  of  

these   classes   of   equivalence   is   noted   in   the   following  

way:  

   ( )
( )µλλλ=ρ ...,,,n

l...,,l,ln

X 21

m21

GY    (6)  

We   notice   that   the   setting   forth   of   this   problem   is  

equivalent   to   the   problem   to   define   the   discreet  

unbalanced   load   (DUL).   We   take   into   consideration   n  
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elementary   impedance   (µ   impedance  classes,   the   j  class  

containing  λj   identical   impedances,  as n

1j

j
=λ∑

µ

=

)  and  

m   phases,   the   i   phase   receiving   li   elementary   inseried  

impedances,  with   nl

m

1i

j
=∑

=

.  

The  n  impedances  are  distributed  in  the  m  phases.  The  

number  of  possible  distribution  is:  

   ( ) ( )
( )µλλλ== ...,,,n

l...,,l,ln

21

m21

GDULNN    (7)  

  

3.   Methods   for   the   N(DUL)   number  

calculation  

  

The  author  of   this  paper  has  elaborated   four  methods  

for  the  N  (DUL)  number  calculation.  These  are:  

1.   The  enumeration  method  

2.   The  Newton  type  polynomials  method  

3.   The  recurrence  method  

4.   The  order  reducing  method.  

  

3.1.  The  enumeration  method  [7]  

  

The   enumeration  method   is   based   on   the   observation  

that  the  N  number  is  equal  to  the  solutions  number  of  the  

system:  

  

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

==

µ=λ=

∑

∑
µ

=

=

m...,,2,1i;;lx

...,,2,1j;;x

i

1j

ji

j

m

1i

ji

   (8)  

where   0x;;0l,
jiij
≥>λ   are  natural  numbers.  

This   system   has   mµ    unknowns   and   1m −+µ   

independent   equations   (because   of   the   conditions  

nl

m

1i

i

1j

j
==λ ∑∑

=

µ

=

)  

Therefore,  the  non-determination  degree  of  system  is:  

   ( ) ( )( )1m11mm −−µ=−+µ−µ    (9)  

We   notice   that   the   N   number   also   represents   the  

matrices  number  with  µ  rows  and  m  columns,  containing  
natural  numbers,  where  the  sum  of  the  rows,  respectively  

of  the  columns,  are  imposed:  

  

m21

m222212

m112111

m21

xxx

xxx

xxx

llln

µµµµλ

λ
λ

L

MMMM

L

L

L

   (10)  

The  enumeration  method  “manually”  applied  consists  

of   the  effective   construction  of   the  matrices  of   the   type  

(10)  and   their   counting.   It   is   obvious   that   for  n   capital,  

this   variant   is   totally   unpractical.   Based   on   the  

enumeration  method,   we  made   up   a   computer   program  

(called   the   DUL   program)   which   systematically  

generates  matrices   of   the   (10)   type   and   finally   it   gives  

the  number  of  these  matrices.  The  problem  is  reduced  to  

the   determination   of      the   reduced     matrices  with   1−µ   

and   1m −    dimensions,   where   the  
ji

x    variables   take  

natural   values   between   0   and   a      maximum   value   and  

their  sum  is  higher  than  or  equal  to  the  
11

ln λ−− .  

We  may  write:  

  

(
)
i,1ji3i2i

1i,j3j2jjji

x...xxl

;;x...xxminx0

−

−

−−−−

−−−−λ≤≤
   (11)  

  
11

m

2i

ji

2j

lnxS λ−−≥= ∑∑
=

µ

=

   (12)  

referring  to  the  matrix:  

  

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

µµµµ mi32

jmji3j2j

m3i33332

m2i22322

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

M

LL

M

LL

M

LL

LL

   (13)  

The   number   of   the   reduced  matrices   of   the   (13)   type  

coincides  with  the  (10)  matrices  number  and  it  is  exactly  

N  (DUL)  

A  numeric  example  obtained:  

   ( )
( )

2211G
10,10,1030

10,10,1030
=    (14)  

  

3.2.The  Newton  type  polynomials  method  [4]  

  

I  propose  the  following  algorithm  [4],  the  Newton  type  

polynomials  method.  

a)   We  solve  the  polynomial:  

   λµλλ= P...PPP
21

   (15)  

where:   ( )
j21jj

x...,,x,xPP λλλ =    is   a   Newton   type  

polynomial  of  degree  
j

λ   in  
j

λ   variables  [1].  

   ( )λ= x...,,x,xPP
21

   (16)  

will  have  a:  

   n

1j

j
=λ∑

µ

=

  

degree  and  λ variables,  where:  
   ( )µλλλ=λ ...,,,max

21
.  

b)   We  replace  in  P:  

  

λλλ
λ +++=

+++=

+++=

m21

2

m

2

2

2

12

m211

y...yyx

y...yyx

y...yyx

M
  

c)   With   the   help   of   the   multinominal   theorem   we  

calculate  the  coefficient  of  the  single  term   m21 l

m

l

2

l

1
y...yy   of  

the   expansion   of   P,   which   will   be   the   number   we   are  

looking  for.  

The  general  polynomial  of  Newton  type  has  the  form:  

   ∑
≥

=+++

=

0k...,,k,k

nnk...k2k n

k

2

k

1

k

k

n

k

2

k

1

n

n21

n21

n21

n21

!kn!...k2!k1

x...xx
P .   (17)  
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Applying  the  above  mentioned  general  formula  we  can  

easily  obtain  the  first  Newton  type  polynomials:  

  
11
xP =   

   ( )
2

2

12
xx

2

1
P +=   

   ( )
321

3

13
x2xx3x

6

1
P ++=   

   ( )
4

2

2312

2

1

4

14
x6x3xx8xx6x

24

1
P ++++= .  

The  algorithm  that  we  displayed  before  coincides  with  

the  Pólya   –   de   Brujin   enumeration  method   used   in   our  

problem  case  [2].  

  

3.3.  The  recurrence  method  [8]  

  

The  number  of  the  unbalanced  classes  for  the  discreet  

unbalanced  loads  can  be  determined  with  the  aid  of  some  

N  (DUL)  numbers  with  lesser  order.  

The   recurrence   relations   are   easily   deduced   starting  

from   the   definition   of   the   number   N   (DUL).   By   the  

decreasing  order  of  the  superior  and  inferior  indices  and  

the   using   of   the   symmetrical   properties   it   was  

determined  that:  

   ( )µµ λλλ=λ ...,,,;;l...,,l,lmin
21m21

.   (18)  

If   1=λµ ,  it  results:  

   ( )
( )

( )
( )∑ −µµ λλλ−

−−
λλλ =

R

...,,,1n

l...,,1l...,,l,l1n

...,,,n

l...,,l,ln

121

mi21

21

m21

GG    (19)  

where  R  is  the  equation  solutions  set:  

   1x...xx
m21
=+++    (20)  

in  natural  numbers,  with   lx0
i
≤≤ ,   ( )m...,,2,1i = .  

The  solutions  number  of  this  equation  is:  

   mcR
1

m
==   (combinations  with  repetition).   (21)  

If   2=λµ ,  it  results:  

   ( )
( )

( )
( )∑ −µµ λλλ−

−−
λλλ =

R

...,,,2n

l...,,2l...,,l,l2n

...,,,n

l...,,l,ln

121

mi21

21

m21

GG    (22)  

where  R  is  the  equation  solutions  set:  

   2x...xx
m21
=+++    (23)  

in  natural  number,  with   2x0
i
≤≤ ,   ( )m...,,2,1i = .  

The  solutions  number  of  this  equation  is:  

  
( )
2

1mm
cR
2

m

+
== .   (24)  

If   3=λµ   it  results:  

   ( )
( )

( )
( )∑ −µµ λλλ−

−−
λλλ =

R

...,,,3n

l...,,3l...,,l,l3n

...,,,n

l...,,l,ln

121

mi21

21

m21

GG    (25)  

where  R  is  the  equation  solutions  set:  

   3x...xx
m21
=+++    (26)  

in  natural  numbers,  with   3x0
i
≤≤ ,   ( )m...,,2,1i = .  

The  number  of  solutions  for  this  equation  is:  

  
( )( )

6

2m1mm
cR
3

m

++
== .   (27)  

The  list  of  these  recurrence  relations  may  continue,  but  

their   application   becomes   more   and   more   difficult,  

because  of  the  increasing  of   R .  

Very  simple  and  advantageously  is  the  applying  of  the  

first  two  recurrence  relation,  that  is  for:  

   1=λµ ,  and   2=λµ .  

We  illustrate  the  method  giving  an  example.  

Calculate  the  number:   ( )
( )1,2,3,410

2,2,3,310
GN = .  

Applying  the  relation  (2),  we  obtain:  

  
( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

3928721092G2G2

GGGGN

2,3,49

1,2,3,39

2,3,49

2,2,2,39

2,3,49

1,2,3,39

2,3,49

2,1,3,39

2,3,49

2,2,2,39

2,3,49

2,2,3,29

=⋅+⋅=⋅+⋅=

=+++=
  

It   is   obvious   that   the   applying   of   the   recurrence  

relation  for  N  (DUL)  it  is  assumed  the  knowledge  of  the  

value   for   this   type   of   inferior   order   numbers   ( ,1n −   

)...,2n − .  

  

4.  The  order  reducing  method  

  

We  consider  the  general  symbol:  

   ( ) ( )
( )µλλλ== ...,,,n

l...,,l,ln

21

m21

GDULNN    (28)  

If   nl
11
>λ+   we  may  affirm  that:  

   ( )
( )

( )
( )µµ λλ−λ−−

λ−λ−−
λλλ = ...,,,lnln2

l...,,l,n1ln2

...,,,n

l...,,l,ln

2111

m211

21

m21

GG    (29)  

and  the  order  is  reduced.  

Let’s  consider  the  matrix:  

  

m21

m222212

m112111

m21

xxx

xxx

xxx

llln

µµµµλ

λ
λ

L

MM

L

L

L

   (30)  

By   separating   the   first   row   and   the   first   column,  we  

obtain  the  reduced  matrix,  of  dimensions   ( )( )1m1 −−µ .  

Let   νN   be  the  number  of  cases  in  which  the  reduced  

matrix  has  the  value  ν .  
Let  the  symbols:  

   ( )
( )

n

...,,,n

l...,,l,ln
GG

21

m21

=µλλλ
   (31)  

   ( )
( )

1n

...,,,1n

l...,,l,l1n
GG

21

m21
−

λλλ−
− =µ

   (32)  

   ( )
( )

2n

...,,,2n

l...,,l,l2n
GG

21

m21
−

λλλ−
− =µ

   (33)  

   ( )
( )

3n

...,,,3n

l...,,l,l3n
GG

21

m21
−

λλλ−
− =µ

.   (34)  

We  may  affirm  that:  

a)   if   nl
11
=λ+   

  
01nn

NGG += −    (35)  

  
102nn

NNGG ++= −    (36)  

  
2103nn

NNNGG +++= −    (37)  

b)   if   1nl
11

−=λ+   

  
11nn

NGG += −    (38)  

  
212nn

NNGG ++= −    (39)  

c)   if   2nl
11

−=λ+   

  
21nn

NGG += −    (40)  
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We  will  now  calculate  the  numbers   ( )2,1,0,N =νν .  

In  the  general  symbol:  

   ( ) ( )
( )µλλλ== ...,,,n

l...,,l,ln

21

m21

GDULNN    (41)  

we   apply   the   symmetry   property,   so   that  
11

l λ≥ .   The  

inferior  and  superior  indexes  are  in  decreasing  order:  

   µλ≥≥λ≥λ ...
21

   (42)  

  
m21
l...ll ≥≥≥ .   (43)  

In   the   set   of   numbers   µλλλ ...,,,
21

,   we   make   the  

following  notations:  

  
1

α   -  the  number  of  digits  1  

  
2

α   -  the  number  of  digits  2  

   M   

  
1−µα   -  the  number  of  digits   1−µ   

   µα   -  the  number  of  digits  ν   or  greater  then  µ .  

We  may  affirm  that:  

   1...
21

−µ=α++α+α ν    (44)  

We  obtain  the  expressions:  

   1N
0
=    (45)  

   ( )( )1m1N
1

−−µ=    (46)  

( )
( ) ( )( )

( )
( )2ln,1,1ln

l...,,lln

2ln,2ln

l...,,lln22
11

n21

11

m21

G
2

21
GN

−−−
−

−−−
−

−µ−µ
+α=

   (47)  

The   order   reducing   method   consists   of   applying   the  

relations:  (29),  (35),  ...,  (40)  and  (45),  (46),  (47).  

Similar   to   the   recurrence  method,   the   order   reducing  

method   for   the   N(DUL)   number   calculation   assumes  

knowing   the   value   of   several   such   numbers   of   inferior  

orders.

5.  Numerical  results  obtained  

  

In  the  following  tables  are  given  the  numbers  N(DUL)  

for  n=1,  2,  3,  4,  5,  6  and  7.  

  

  Table  1  (n=1)   Table  2  (n=2)  

1   (1)      2   (2)   (1,1)  

(1)   1      (2)   1   1  

         (1,1)   1   2  

  

   Table  3  (n=3)  

3   (3)   (2,1)   (1,1,1)  

(3)   1   1   1  

(2,1)   1   2   3  

(1,1,1)   1   3   6  

  

   Table  4  (n=4)  

4   (4)   (3,1)   (2,2)   (2,1,1)   (1,1,1,1)  

(4)   1   1   1   1   1  

(3,1)   1   2   2   3   4  

(2,2)   1   2   3   4   6  

(2.1.1)   1   3   4   7   12  

(1,1,1,1)   1   4   6   12   24  

  

   Table  5  (n=5)  

5   (5)   (4,1)   (3,2)   (3,1,1)   (2,2,1)   (2,1,1,1)   (1,1,1,1,1)  

(5)   1   1   1   1   1   1   1  

(4,1)   1   2   2   3   3   4   5  

(3,2)   1   2   3   4   5   7   10  

(3,1,1)   1   3   4   7   8   13   20  

(2,2,1)   1   3   5   8   11   18   30  

(2,1,1,1)   1   4   7   13   18   33   60  

(1,1,1,1,1)   1   5   10   20   30   60   120  

  

  

   Table  6  (n=6)  

6   (6)   (5,1)   (4,2)   (3,3)   (4,1,1)   (3,2,1)   (2,2,2)   (3,1,1,1)   (2,2,1,1)   (2,1,1,1,1)  (1,1,1,1,1,1)  

(6)   1   1   1   1   1   1   1   1   1   1   1  

(5,1)   1   2   2   2   3   3   3   4   4   5   6  

(4,2)   1   2   3   3   4   5   6   7   8   11   15  

(3,3)   1   2   3   4   4   6   7   8   10   14   20  

(4,1,1)   1   3   4   4   7   8   9   13   14   21   30  

(3,2,1)   1   3   5   6   8   12   15   19   24   38   60  

(2,2,2)   1   3   6   7   9   15   21   24   33   54   90  

(3,1,1,1)   1   4   7   8   13   19   24   34   42   72   120  

(2,2,1,1),   1   4   8   10   14   24   33   42   58   102   180  

(2,1,1,1,1)   1   5   11   14   21   38   54   72   102   192   360  

(1,1,1,1,1,1)   1   6   15   20   30   60   90   120   180   360   720  

  

   Table  7  (n=7;;  partial)  

7   (7)   (6,1)   (5,2)   (4,3)   (5,1,1)   (4,2,1)   (3,3,1)   (3,2,2)   (4,1,1,1)  

(7)   1   1   1   1   1   1   1   1   1  

(6,1)   1   2   2   2   3   3   3   3   4  

(5,2)   1   2   3   3   4   5   5   6   7  

(4,3)   1   2   3   4   4   6   7   8   8  

(5,1,1)   1   3   4   4   7   8   8   9   13  

(4,2,1)   1   3   5   6   8   12   13   16   19  

(3,.3,1)   1   3   5   7   8   13   16   19   20  
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6.  Conclusions  

  

Therefore,   the   mathematical   model   for   the   discreet  

unbalanced   load   is   the   bijection   between   two   multiple  

sets   and   the   counting   of   the   discreet   unbalanced   loads  

(DUL)  is  reduced  to  the  bijections  between  two  multiple  

sets  counting  [4],  [5].  
We   also   note   that   the   defined   relation   for   the   lack   of  

balance   on   the   discreet   loads   set   is   an   equivalence  

relation   and   the   classes   with   lack   of   balance   are  

corresponding  equivalence  classes.  

The  author  of   this  paper  has  elaborated   four  methods  

for  the  calculation  of  the  N  (DUL)  number  [4],  [5].  
This   paper   presents   a   mathematical   model   for  

polyphasic   loads   unbalances   classes   analysis.   The  

number  N  represents  also  the  number  of  solutions  for  the  

system  of  equations:  

   0x;;0l,;;lx;;x
jiij

1j

ijij

m

1i

ji
≥>λ=λ= ∑∑

µ

==
  

The   numbers  
ji

x    are      natural   numbers   and   the  

numbers  
j

λ ,  
i
l    are   strictly   positive   natural   numbers.  

The   system   has   mµ    unknowns   (because   of   the  

equilibrium  conditions  ).  

As   an  application  we   urge   the   reader   to   check   up   by  

calculation  the  equalities:  

   ( )
( )

1548G
1,1,2,2,28

1,1,1,1,2,28
=   

   ( )
( )

4900G
1,1,2,2,39

1,1,1,1,1,2,28
=   

and  to  formulate  the  according  problems  complying  with  

the  count  of  solutions  both  for  the  before  system  and  for  

the  matrices  (10).  
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Model  matematic  al  receptorului  dezechilibrat  discret  

  

Vasile  Mircea  Popa  

  

Abstract  

Mathematical  model  for  the  discreet  unbalanced  load.  
This   paper   presents   a   mathematical   model   for   a   discreet   unbalanced   load.   We   are  

considering   an   m-phased   unbalanced   load   and   the   equivalent   scheme   in   star   connection.   We  
assume   that   the  phases  are  distinct   between   them  (discernable).   If   the   impedances   from   the  m  
phases  are  made  up  (in  a  series)  of  elementary   impedances  (physical  elements),  we  call   the  m-
phased  load  discreet  unbalanced  load  (DUL)  [1],  [3],  [4].  We  assume  that  we  have  n  elementary  

impedances,   namely   µ    classes   of   different   elementary   impedances,   the   j   class   containing   jλ   

identical   impedances,  thus:   nj =λ∑ .  The  m  distinct  phases  of  the  load  with  a  star  connection  

contain   il   elementary  impedances  each,  with:   nli =∑ .    

1.  Introducere  

Considerăm  un   receptor   dezechilibrat  m-fazat   şi   schema   echivalentă   în   conexiunea   stea  
(fig.  1).  

În  fazele  receptorului  se  găsesc  impedanţele  complexe   m21 Z,...,Z,Z   şi  considerăm  fazele  

distincte  (discernabile).  
Fig.  1    Receptor  dezechilibrat  m-fazat  şi  schema  echivalentă  în  stea  
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Dacă   aceste   impedanţe   sunt   formate   (prin   înseriere)   din   impedanţe   elementare  

(elemente  fizice),  vom  numi  receptorul  m-fazat  receptor  dezechilibrat  discret  (RDD)  [1],  [2],  

[3],  [4].  

Presupunem   că   avem   n   impedanţe   elementare,   anume   µ    clase   de   impedanţe  

elementare  diferite,  clasa  j  conţinând   jλ   impedanţe  identice,  deci:    

   n
1j

j =λ∑
µ

=

.   (1)  

Cele  m  faze  distincte  ale  receptorului  legat  în  stea  conţin  câte   il   impedanţe  elementare,  

cu:  

   nl
m

1i
i =∑

=

.   (2)  

Schema  unui  astfel  de  receptor  dezechilibrat  discret  este  dată  in  figura  2.  

Fig.  2    Schema  unui  receptor  dezechilibrat  discret  (RDD)  

Un   astfel   de   receptor   dezechilibrat   discret   îl   vom   numi   de   tipul   n  

( )µλλλ ,...,,;;l,...,l,ln 21m21 .   În   cele   ce   urmează   vom   subînţelege   că   receptorii   dezechilibraţi  

discreţi  (RDD)  pe  care  îi  vom  considera  sunt  de  acest  tip.    

La   transferul   unor   impedanţe   elementare   de   pe   o   fază   pe   alta   se   obţin   receptoare  

dezechilibrate   diferite,   care   introduc   diverse   tipuri   de   dezechilibre   în   reţeaua   din   care   fac  

parte.  

În   particular,   unele   din   aceste   receptoare   pot   fi   echilibrate,   dar   acestea   pot   fi  

considerate  cazuri   limită  de   receptoare  dezechilibrate,   în  conformitate  cu  punctul  de   vedere  

evidenţiat  în  [1].  

O  problemă  care  se  pune  imediat  este  determinarea  numărului  de  dezechilibre  posibile,  

cu  alte  cuvinte  a  numărului  receptorilor  dezechilibraţi  discreţi.  

Numărul  receptorilor  dezechilibraţi  discreţi  care  pot  exista  este  finit  şi  îl  notăm  :  

   ( ) ( )
( )µλλλ== ,...,,n

l,...,l,ln
21

m21
GRDDNN .   (3)  

Pentru  calcul  numărului  N=N(RDD)  se  utilizează  metode  din  matematica  discretă,  mai  

exact,  din  combinatorică  [1],  [3].  
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2.  Modelul  matematic  pentru  receptorul  dezechilibrat  discret  

Modelul   matematic   pentru   receptorul   dezechilibrat   discret   este   bijecţia   între   două  

mulţimi  multiple.  [1],  [3],  [4].  

Considerăm  două  mulţimi  finite  X  şi  Y  având  acelaşi  număr  de  elemente:   nYX == ,  

precum  şi  mulţimea  bijecţiilor   YX:f → ,  mulţime  pe  care  o  notam   ( )Y,XB .  

Să  considerăm  o  relaţie  de  echivalenţă  ( 1ρ )  definită  pe  mulţimea  X,  care  determină  o  

partiţie   a   mulţimii   X   în   µ    clase   de   echivalenţă   jX    conţinând   câte   jλ    elemente,   adică  

jjX λ=   ( µ= ,...,2,1j ).  Elementele  unei  clase  de  echivalenţă  vor  fi  denumite  echivalente  sau  

identice.   La   fel,   considerăm   o   relaţie   de   echivalenţă   ( 2ρ )   definită   pe   mulţimea   Y,   care  

determină  o  partiţie   a  mulţimii  Y   în  m  clase  de   echivalenţă   iY   conţinând  câte   il    elemente,  

adică   ii lY =   ( m,...,2,1i = ).  

În  acest  fel,  mulţimile  X  şi  Y  devin  mulţimi  multiple,  adică  mulţimi  în  care  elementele  

se  pot  repeta.  Utilizând  această  terminologie,  putem  spune  că  mulţimea  X  conţine  µ   elemente  

distincte,  elementul  j  repetându-se  de   jλ   ori  ( µ= ,...,2,1j ).  Asemănător,  pentru  mulţimea  Y  (  

fig.  3  ).  

Fig.  3    Bijecţia  între  două  mulţimi  multiple  

Vom  considera  acum  un  grup  G  de  permutări  al  mulţimii  X  şi  anume  produsul  simplu  

(sau  direct)  al  grupurilor  simetrice  de  permutări  ale  elementelor  claselor  de  echivalenţă  din  X  

[1],  [3],  [4].  Acest  grup  se  notează  astfel:  
µλλλ ⋅⋅⋅= S...SSG

21
  şi  se  defineşte  în  felul  următor:  

pentru  orice   G∈α ,  
j

Sj λ∈α ,   jXx∈ ,  avem:  

   ( )( )( ) ( )xx,...,,...,,x jj21 α=ααααα µ ,   ( )µ= ,...,2,1j .   (4)  
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Deci,  prin  permutările  acestui  grup,  orice  element  x  al  mulţimii  X  este  transformat  într-

un  element  care  aparţine  aceleiaşi  clase  de  echivalenţă  ca  şi  x.  

Analog,considerăm  şi  grupul  H  de  permutări  al  mulţimii  Y:  

  
m21 lll S...SSH ⋅⋅⋅=   

Pentru  orice   H∈β ,  
ili S∈β ,   iYy∈ ,  avem:  

   ( ) ( )( ) ( )yy,...,...,,y imi21 β=ββββ=β ,   ( )m,...,2,1i = .   (5)  

Deci,  prin  permutările  acestui  grup,  orice  element  y  al  mulţimii  Y  este  transformat  într-

un  element  care  aparţine  aceleiaşi  clase  de  echivalenţă  ca  şi  y.  

Se  poate  defini  o  relaţie  de  echivalenţă  (ρ)  pe  mulţimea   ( )Y,XB ,  în  modul  următor:  f1  

~  f2  dacă  există  α∈G  şi  β∈H  astfel  încât  f2  =  β  f1  α.  

Se  poate  demonstra  că  relaţia  astfel  definită  este  o  relaţie  de  echivalenţă  pe  mulţimea  

bijecţiilor  [1].  

Relaţia   (ρ )   de   echivalenţă   determină   o   partiţie   a   mulţimii   ( )Y,XB    în   clase   de  

echivalenţă.  Numărul  acestor  clase  de  echivalenţă  se  notează  astfel:  

   ( ) ( )
( )µλλλ=ρ ,...,,n

l,...,l,ln
21

m21
G/Y,XB .   (6)  

Observăm   că   problema   expusă   mai   sus   este   echivalentă   cu   problema   definirii  

receptorului  dezechilibrat  discret  (RDD).    

Prin   urmare,   modelul   matematic   pentru   receptorul   dezechilibrat   discret   este   bijecţia  

între  două  mulţimi  multiple  iar  numărarea  receptorilor  dezechilibraţi  discreţi  (RDD)  se  reduce  

la  numărarea    bijecţiilor  între  două  mulţimi  multiple  [1],  [3].  

De   asemenea,   observăm   că   relaţia   de   dezechilibru   definită   pe   mulţimea   receptorilor  

discreţi   este   o   relaţie   de   echivalenţă   iar   clasele   de   dezechilibru   sunt   clasele   de   echivalenţă  

corespuzătoare.  

3.   Exemplu   privind   structura   receptorilor   dezechilibraţi   discreţi   de  

un  anumit  tip  

În   continuare   vom   considera   un   caz   particular   şi   anume   vom   determina   numărul  

receptorilor  dezechilibraţi  discreţi  de  tipul  7  (3,  2,  2;;  4,  3).  Avem:   ( )
( ) 8G 3,47

2,2,37 = .  
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Receptorii  dezechilibraţi  discreţi  corespuzători  sunt  reprezentaţi  în  continuare  (fig.  4).    

Fig.  4    Schemele  receptorilor  dezechilibraţi  discreţi  de  tipul  7  (3,  2,  2;;  4,  3)  

4.  Algoritm  de  calcul  pentru  numărul  N=N(RDD)  

Pentru  calculul  numărului:  

   ( )
( )µλλλ== ...,,,n

l...,,l,ln
21

m21
G)RDD(NN   

putem  utiliza  algoritmul  dedus  în  [1],[3]  şi  pe  care  îl  reproducem  în  continuare:  
a)  Se  calculează  polinomul:  
  

µλλλ ⋅⋅⋅= P...PPP
21

,    

unde   ( )
iii

x...,,x,xPP 21 λλλ =    este   polinomul   de   tip   Newton,   de   grad   iλ ,   în   iλ   

nedeterminate.  

Deci,   ( )λ= x...,,x,xPP 21    va   avea   gradul   n
1i

i =λ∑
µ

=
   şi   λ    nedeterminate,   unde  

( )µλλλ=λ ...,,,max 21 .  

b)  Se  înlocuieşte  în   P :  
   m211 y...yyx +++=   

   2
m

2
2

2
12 y...yyx +++=   

   KKKKKKKKK   

   λλλ
λ +++= m21 y...yyx .  

c)   Se   calculează   cu   teorema   multinomului   coeficientul   monomului   m21 l
m

l
2

l
1 y...yy    din  

dezvoltarea  lui  P,  care  va  fi  chiar  numărul  căutat.  
Polinomul  general  de  tip  Newton  are  forma:  

   ∑
≥

=+++
=

0k...,,k,k
nnk...k2k

k
n

k
2

k
1

n
k

2
k

1
kn

n21
n21

n21

n21
x...xx

!kn...!k2!k1
1P .  
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Aplicând   formula   generală   de   mai   sus   se   obţin   uşor   primele   patru   polinoame   de   tip  
Newton:  

11 xP = ;;                     ( )22
12 xx

2
1P += ;;                     ( )321

3
13 x2xx3x

6
1P ++= ;;  

( )42
2312

2
2

4
14 x6x3xx8xx6x

24
1P ++++= .  

Algoritmul  expus  mai  sus  coincide  cu  metoda  de  numărare  Pólya  –  de  Bruijn  aplicată  
în  cazul  problemei  noastre  [1].  

5.  Concluzii  

În   prezenta   lucrare   s-a   definit   şi   apoi   s-a   considerat   un   model   matematic   pentru  
receptorul   dezechilibrat   discret.   Relaţia   de   dezechilibru   definită   pe   mulţimea   receptorilor  
dezechilibraţi  discreţi  este  o  relaţie  de  echivalenţă   iar  clasele  de  dezechilibru  sunt  clasele  de  
echivalenţă   corespuzătoare.   Se   determină   numărul   claselor   de   dezechilibru   prin   metode  
speciale   de   calcul.   Printr-un   program   de   calculator   elaborat   în   acest   sens,   se   obţine   lista  
reprezentanţilor   claselor   de   dezechilibru,   deci   lista   receptorilor   dezechilibraţi   discreţi   de   un  
anumit   tip   care   pot   exista.   Cu   alte   cuvinte,   folosind   modelul   matematic   pentru   receptorul  
dezechilibrat  discret  se  poate  studia   structura  receptorilor  dezechilibraţi  de  un  anumit   tip,  se  
poate   calcula   numărul   claselor   de   dezechilibru   şi   se   poate   obţine   lista   exhaustivă   a  
reprezentanţilor  claselor  de  dezechilibru  respective.  Unele  aspecte  ale  problematicii  abordate  
în  lucrarea  de  faţă  au  fost  iniţiate  în  teza  de  doctorat  a  autorului  şi  au  fost  dezvoltate  în  unele  
lucrări  ulterioare  (a  se  vedea  lista  bibliografică).  
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      Aspecte  algebrice  privind  receptoarele  dezechilibrate  
discrete  m-fazate  

  

Vasile  Mircea  Popa  

  

Abstract  

The   paper   proposes   an   algebraic   characterisation   for   unbalanced   discreet   loads.   The  
algebraic   model   is   the   bijection   between   two   finite   multiple   sets.   The   number   of   unbalanced  
discreet   loads   is   the  number  of  equivalence  classes   for  equivalence  relation  defined  onto  bijection  
set.  

1.  Introducere  

Vom  considera  un  receptor  dezechilibrat  m  -  fazat  şi  schema  echivalentă  în  conexiune  stea.  
Presupunem  că  fazele  sunt  distincte  între  ele  (discernabile).  Dacă  impedanţele  din  cele  m  faze  sunt  
formate  (prin  înseriere)  din  impedanţe  elementare  (elemente  fizice),  vom  numi  receptorul  m  -  fazat  
receptor  dezechilibrat  discret  (RDD).  [3],  [4].  

Presupunem   că   avem   n   impedanţe   elementare,   anume   µ   clase   de   impedanţe   elementare  
diferite,  clasa  j  conţinând  λj  impedanţe  identice  ,  deci:    

   n
1j

j =λ∑
µ

=

.   (1)  

Cele  m  faze  distincte  ale  receptorului  legat  în  stea  conţin  câte  li  impedanţe  elementare  ,  cu:  

   nl
m

1i
i =∑

=

.   (2)  

Schema  unui  astfel  de  receptor  dezechilibrat  discret  este  dată  în  figura  1.  
Un  astfel  de  receptor  dezechilibrat  discret  îl  vom  numi  de  tipul  n  (  l1,  l2,  ...  ,  lm;;  λ1,  λ2,  ...,  λµ  

).   În   cele   ce   urmează   vom   subînţelege   că   receptorii   dezechilibraţi   discreţi   (RDD)  pe   care   îi   vom  
considera  sunt  de  acest  tip.    
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La   transferul   unor   impedanţe   elementare   de   pe   o   fază   pe   alta   se   obţin   receptoare  
dezechilibrate   diferite,   care   introduc   diverse   tipuri   de   dezechilibre   în   reţeaua   din   care   fac  
parte.  În  particular,  unele  din  aceste  receptoare  pot  fi  echilibrate,  dar  acestea  pot  fi  considerate  
cazuri  limită  de  receptoare  dezechilibrate  [3].  

  
Fig.1  

O  problemă  care  se  pune  imediat  este  determinarea  numărului  de  dezechilibre  posibile,  
cu   alte   cuvinte   a   numărului   receptorilor   dezechilibraţi   discreţi.   Numărul   receptorilor  
dezechilibraţi  discreţi  care  pot  exista  este  finit  şi  îl  notăm:  

   ( ) ( )
( )µλλλ== ,...,,n

l,...,l,ln
21

m21
GRDDNN .   (3)  

Pentru   calcul   numărului   ( )RDDNN =    se   utilizează  metode   din  matematica   discretă,  
mai  exact,  din  combinatorică  [1],  [2],  [3].  

2.  Modelul  algebric  pentru  RDD  

Modelul   algebric   pentru   receptorul   dezechilibrat   discret   este   bijecţia   între   două  
mulţimi   multiple.   [3],   [4].  Considerăm  două  mulţimi   finite  X   şi  Y   având   acelaşi   număr   de  
elemente:   nYX == ,  precum  şi  mulţimea   bijecţiilor   YX:f → ,  mulţime  pe  care  o  notăm  

XY .  
Să  considerăm  o  relaţie  de  echivalenţă  (  ρ1  )  definită  pe  mulţimea  X,  care  determină  o  

partiţie  a  mulţimii  X  în  µ  clase  de  echivalenţă  Xj  conţinând  câte  λj  elemente,  adică   jjX λ= ,  

( )µ= ,...,2,1j .  Elementele  unei  clase  de  echivalenţă  vor  fi  denumite  echivalente  sau   identice.  

La   fel,   considerăm  o   relaţie  de  echivalentă   (  ρ2   )  definită  pe  mulţimea  Y,  care  determină  o  
partiţie  a  mulţimii  Y   în  m  clase  de  echivalenţă  Yi  conţinând  câte   li  elemente,  adică   ii lY = ,  

( )m,...,2,1i = .   În   acest   fel,  mulţimile  X   şi  Y  devin  mulţimi  multiple,   adică  mulţimi   în   care  
elementele  se  pot  repeta.  Utilizând  această  terminologie,  putem  spune  că  mulţimea  X  conţine  
µ   elemente   distincte,   elementul   j   repezându-se   de   λj   ori   ( µ= ,...,2,1j ).   Asemănător,   pentru  
mulţimea  Y.  

Vom  considera  acum  un  grup  G  de  permutări  al  mulţimii  X  şi  anume  produsul  simplu  
(sau  direct)  al  grupurilor  simetrice  de  permutări  ale  elementelor  claselor  de  echivalenţă  din  X  
[1],  [2],  [3].    
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Acest   grup   se   notează   astfel:  
µλλλ ⋅⋅⋅= S...SSG

21
   şi   se   defineşte   în   felul   următor:  

pentru  orice   G∈α ,  
j

Sj λ∈α ,   jXx∈ ,  avem:  

   ( )( )( ) ( )xx,...,,...,,x jj21 α=ααααα µ ,   ( )µ= ,...,2,1j .   (4)  

Definiţia   este   consistentă.   Într-adevăr,   deoarece  G   este   o   submulţime   finită   a   lui   Sn,  
pentru  ca  G  să  fie  un  grup  de  permutări  al  mulţimii  X  (subgrup  al  grupului  simetric  Sn)  este  
suficient   să   verificăm   că   pentru   orice  α,   GG ∈α′α⇒∈α′    (am   notat   cu   α′α    compunerea  

permutărilor   α    şi   α′ ).   Fie   ( )µαααα=α ,...,,...,, j21    şi   ( )µα′α′α′α′=α′ ,...,,...,, j21 .   Pentru  

orice   jXx∈ ,  avem  conform  definiţiei:    

   ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )xxxxx jjjjj α′α=α′α=α′α=α′α=α′α .  

Se  obţine  deci:  
   ( )µµα′αα′αα′αα′α=α′α ,...,,...,, jj2211 ,  

şi  se  observă  că   G∈α′α .  
Prin   urmare   G   este   un   grup   de   permutări   al   mulţimii   X.   Am   utilizat   teorema   de  

caracterizare  a  subgrupurilor  finite  [1],  [2].  Deci,  prin  permutările  acestui  grup,  orice  element  
x  al  mulţimii  X  este  transformat  într-un  element  care  aparţine  aceleiaşi  clase  de  echivalenţă  ca  
şi  x.  

Analog,considerăm  şi  grupul  H  de  permutări  al  mulţimii  Y:  
  

m21 lll S...SSH ⋅⋅⋅= .  

Pentru  orice   H∈β ,  
ili S∈β ,   iYy∈ ,  avem:  

   ( ) ( )( ) ( )yy,...,...,,y imi21 β=ββββ=β ,   ( )m,...,2,1i = .   (5)  
Deci,  prin  permutările  acestui  grup,  orice  element  y  al  mulţimii  Y  este  transformat  într-

un  element  care  aparţine  aceleiaşi  clase  de  echivalenţă  ca  şi  y.  
Se  poate  defini  o  relaţie  de  echivalenţă  (ρ)  pe  mulţimea  Yx,   în  modul  următor:  f1  ~  f2  

dacă  există  α∈G  şi  β∈H  astfel  încât  f2  =  β  f1  α.  Să  demonstrăm  că  relaţia  astfel  definită  este  o  
relaţie   de   echivalenţă   pe   mulţimea   bijecţiilor   f   :   X  →   Y,   în   raport   cu   grupurile  G   şi  H   de  
permutări.  

Relaţia  este  reflexivă:  f  ~  f,  deoarece  f  =  ε2  f  ε1,  unde  ε1∈G  şi  ε2  ∈H  sunt  permutările  
identice   din   cele   două   grupuri   de   permutări.   Relaţia   este   simetrică:   f1   ~   f2  ⇒   f2   ~   f1.   Într-
adevăr,  f2  =  β  f1  α  conduce  la  f1  =  β-1  f2  α-1,  unde  α-1∈G  şi  β-1∈H,ceea  ce  probează  afirmaţia.  
Relaţia  este   tranzitivă:   f1  ~   f2  şi   f2  ~   f3  ⇒   f1  ~   f3.  Într-adevăr,  din   f2  =  β   f1  α  şi   f3  =  β'   f2  α'  
rezultă   α ′′β ′′=α′αββ′= 113 fff ,  unde   H∈β′′=β′β   şi   G∈α ′′=α′α .  

Relaţia  (  ρ  )  de  echivalenţă  determină  o  partiţie  a  mulţimii  Yx  în  clase  de  echivalenţă.  
Numărul  acestor  clase  de  echivalenţă  se  notează  astfel:  

   ( )
( )µλλλ=ρ ,...,,n

l,...,l,ln
x 21

m21
G/Y .   (6)  
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Observăm   că   problema   expusă   mai   sus   este   echivalentă   cu   problema   definirii  
receptorului   dezechilibrat   discret   (RDD).   Considerăm   n   impedanţe   elementare   (µ   clase   de  

impedanţe,  clasa  j  conţinând  λj  impedanţe  identice,  deci  ∑
µ

=

=λ
1j

j n )  şi  m  faze,  faza  i  primind  li  

impedanţe  elementare   înseriate,   cu   nl
m

1i
i =∑

=

.  Se  distribuie  cele   n   impedanţe   în  cele  m   faze.  

Numărul  de  distribuiri  posibile  este:  

   ( ) ( )
( )µλλλ== ,...,,n

l,...,l,ln
21

m21
GRDDNN .   (7)  

3.  Concluzii  

Prin   urmare,   modelul   matematic   pentru   receptorul   dezechilibrat   discret   este   bijecţia  
între  două  mulţimi  multiple  iar  numărarea  receptorilor  dezechilibraţi  discreţi  (RDD)  se  reduce  
la  numărarea    bijecţiilor  între  două  mulţimi  multiple  [4].  

De   asemenea,   observăm   că   relaţia   de   dezechilibru   definită   pe   mulţimea   receptorilor  
discreţi   este   o   relaţie   de   echivalenţă   iar   clasele   de   dezechilibru   sunt   clasele   de   echivalenţă  
corespuzătoare.   Autorul   aceste   lucrari   a   elaborat   patru   metode   pentru   calculul   numarului  
N(RDD)  [3].  
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Metode  pentru  analiza  claselor  de  dezechilibru  ale  

receptoarelor  m-fazate  

  

Vasile  Mircea  Popa  

  

Abstract  

This  paper  presents  methods  for  m  –  phased  loads  unbalanced  classes  analysis.  Four  methods  

are  presented  and   the  enumeration  method   is  detailed.  The   respective  algorithm  was  programmed  

on  the  electronic  computer.  

1.  Introducere  

Receptorul  dezechilibrat  discret  m  -  fazat  de  tipul   ),...,,;;l,...,l,l(n 21m21 µλλλ   a  fost  definit  în  

unele  lucrări  anterioare  [4],  [5].  

Autorul   prezentei   lucrări   a   elaborat   patru   metode   pentru   calculul   numărului   N(RDD).  

Acestea  sunt:  

1.Metoda  enumerării  

2.Metoda  polinoamelor  de  tip  Newton  

3.Metoda  de  recurenţă  

4.Metoda  reducerii  ordinului.  

Metoda   polinoamelor   de   tip   Newton   a   fost   expusă   în   lucrarea   [4].   În   continuare   vom  

prezenta  metoda  enumerării.  
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2.  Metoda  enumerării  

Această  metodă  se  bazează  pe  observaţia  că  numărul  N  este  egal  cu  numărul  soluţiilor  

sistemului:  

  

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

==

µ=λ=

∑

∑
µ

=

=

m...,,2,1i;;lx

...,,2,1j;;x

i
1j

ji

j

m

1i
ji

   (1)  

unde   0x;;0l, jiij ≥>λ   sunt  numere  naturale.  

Acest  sistem  are   mµ   necunoscute  şi   1m −+µ   ecuaţii  independente  (datorită  condiţiei  

nl
m

1i
i

1j
j ==λ ∑∑

=

µ

=

).  Prin  urmare,  gradul  de  nedeterminare  al  sistemului  este:  

   ( ) ( )( )1m11mm −−µ=−+µ−µ .   (2)  

Se  observă  că   numărul  N   reprezintă  de  asemenea  numărul  matricilor  cu   µ    linii   şi  m  

coloane,   conţinând   numere   naturale,   la   care   sumele   liniilor,   respectiv   ale   coloanelor   sunt  

impuse:  

  

m21

m222212

m112111

m21

xxx

xxx
xxx
llln

µµµµλ

λ
λ

K

M

K

K

K

   (3)  

Metoda   enumerării   aplicată   "manual"   constă   în   construirea   efectivă   a   matricilor   de  

tipul  (3)  şi  numărarea  lor.  Este  evident  că  pentru  n  mare  această  variantă  este  total  nepractică.  

Pe   baza   metodei   enumerării   s-a   realizat   un   program   de   calculator   (numit   programul  

RDD)   care   generează   sistematic  matrici   de   tipul   (3)   şi   în   final   dă   numărul   acestor  matrici.  

Problema   se   reduce   la   determinarea  matricilor   reduse   de   dimensiuni   1−µ    şi   1m − ,   în   care  

variabilele   jix    iau  valori  naturale  cuprinse  între  0  şi  o  valoare  maximă  iar  suma  lor  este  mai  

mare  sau  egală  decât  numărul   11ln λ−− .  

Putem  scrie  :  

   ( )i,1ji3i2i1i,j3j2jjji x...xxl;;x...xxminx0 −− −−−−−−−−λ≤≤    (4)  
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   11

m

2i
ji

2j

lnxS λ−−≥= ∑∑
=

µ

=

   (5)  

cu  referire  la  matricea  :  

  

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

µµµµ mi32

jmji3j2j

m3i33332

m2i22322

xxxx

xxxx

xxxx
xxxx

M

KK

M

KK

M

KK

KK

   (6)  

Numărul  matricilor  reduse  de  tipul  (6)  coincide  cu  numărul  matricilor  (3)  şi  este  deci  

chiar  N(RDD).  

Câteva  exemple  numerice  obţinute:  

   ( )
( ) 618G 1,1,2,2,28

1,1,1,2,38 =    (7)  

   ( )
( ) 1173G 1,1,2,2,39

1,1,2,2,39 =    (8)  

   ( )
( ) 1980G 1,1,1,3,39

1,1,1,2,2,29 =    (9)  

   ( )
( ) 1830G 2,2,3,310

2,2,2,2,210 =    (10)  

   ( )
( ) 1875G 1,1,1,1,2,2,210

1,2,2,510 =    (11)  

   ( )
( ) 3510G 1,1,1,1,2,2,210

1,1,1,2,510 =    (12)  

   ( )
( ) 2211G 10,10,1030

10,10,1030 =    (13)  

Programul   RDD   permite   obţinerea   numerelor   N(RDD)   în   timpi   variind   de   la   o  

fracţiune   de   secundă   la   câteva   minute,   în   cazul   valorilor   mari   (de   ordinul   milioanelor).  

Utilizând   metoda   enumerării,   respectiv   programul   de   calculator   RDD,   s-au   calculat   toate  

valorile  lui  N(RDD)  pentru  n≤10.  Tabelele  cu  numerele  N(RDD)  sunt  date  în  lucrarea  [5].  

Tabelele   conţin   numerele   claselor   de   dezechilibru   pentru   receptori   dezechilibraţi  

discreţi  de  tipul   ),...,,;;l,...,l,l(n 21m21 µλλλ .  Numărul  n  este  notat   în  colţul  din   stânga-sus  al  

fiecărui   tabel.   Indicii   inferiori   sunt   marcaţi   în   partea   stângă   a   tabelelor,   sub   forma  

)l,...,l,l( m21 .   Indicii   superiori   sunt   marcaţi   în   partea   superioară   a   tabelelor,   sub   forma  

),...,,( 21 µλλλ .  La  intersecţia  liniei  şi  a  coloanei  respective  se  citeşte  numărul  N=N(RDD).    
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Tabelele   sunt   exhaustive   şi   prezintă   simetrie   faţă   de   diagonala   principală,   datorită  

proprietăţii  de  simetrie.    

Marele  avantaj  al  utilizării  programului  de  calculator  este  posibilitatea  calculării  unor  

numere  N(RDD)  pentru  un  n  oarecare,  când  nu  dispunem  de   tabelele  cu   numerele  N(RDD)  

pentru   n-1,   n-2,   ...   (necesare   pentru  metoda   recursivă).   În   acest   caz,   comparaţia   cu   una   din  

metodele  manuale  de  calcul  (metoda  enumerării,  metoda  polinoamelor  de  tip  Newton,  metoda  

de   recurenţă,   metoda   reducerii   ordinului)   evidenţiază   avantajul   absolut   ,   incontestabil   al  

utilizării  programului  de  calculator.  
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Metodă  recursivă  pentru  determinarea  numărului  
receptoarelor  dezechilibrate  discrete  

  

Vasile  Mircea  Popa  

  

Abstract  

The  paper   proposes   a   recursive  method   for   unbalanced   discreet   loads   number   calculation.  

The  numbers  N  (RDD)  can  be  determined  recursively,  using  recurrence  relations.  At  the  end  of  the  

paper  a  numerical  computational  example  is  presented.  

1.  Introducere  

Vom  considera   un   receptor   dezechilibrat  m-fazat   şi   schema   echivalentă   în   conexiune   stea.  

Presupunem  că  fazele  sunt  distincte  între  ele  (discernabile).  Dacă  impedanţele  din  cele  m  faze  sunt  

formate  (prin   înseriere)  din   impedanţe  elementare  (elemente   fizice),  vom  numi  receptorul  m-fazat  

receptor  dezechilibrat  discret  (RDD)  [3],  [4].  

Presupunem   că   avem   n   impedanţe   elementare,   anume   µ   clase   de   impedanţe   elementare  

diferite,  clasa  j  conţinând   jλ   impedanţe  identice,  deci:  

   n
1j

j =λ∑
µ

=

.   (1)  

Cele  m  faze  distincte  ale  receptorului   legat   în  stea  conţin  câte  li   impedanţe  elementare  ,  cu:

   nl
m

1i
i =∑

=

.   (2)  

Schema  unui  astfel  de  receptor  dezechilibrat  discret  este  dată  in  figura  1.  
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Un   astfel   de   receptor   dezechilibrat   discret   îl   vom   numi   de   tipul  

),...,,;;l,...,l,l(n 21m21 µλλλ .   În   cele   ce   urmează   vom   subînţelege   că   receptorii   dezechilibraţi  

discreţi  (RDD)  pe  care  îi  vom  considera  sunt  de  acest  tip.    

La   transferul   unor   impedanţe   elementare   de   pe   o   fază   pe   alta   se   obţin   receptoare  

dezechilibrate   diferite,   care   introduc   diverse   tipuri   de   dezechilibre   în   reţeaua   din   care   fac  

parte.  În  particular,  unele  din  aceste  receptoare  pot  fi  echilibrate,  dar  acestea  pot  fi  considerate  

cazuri  limită  de  receptoare  dezechilibrate  [4].  

  

Fig.1  

O  problemă  care  se  pune  imediat  este  determinarea  numărului  de  dezechilibre  posibile,  

cu   alte   cuvinte   a   numărului   receptorilor   dezechilibraţi   discreţi.   Numărul   receptorilor  

dezechilibraţi  discreţi  care  pot  exista  este  finit  şi  îl  notăm  :  

   ( ) ( )
( )µλλλ== ,...,,n

l,...,l,ln
21

m21
GRDDNN .   (3)  

Pentru   calcul   numărului   ( )RDDNN =    se   utilizează  metode   din  matematica   discretă,  

mai  exact,  din  combinatorică  [1],  [2],  [4].  

În  prezenta  lucrare  va   fi   expusă  metoda  recursivă  pentru  calculul  numărului  N(RDD)  

al  receptoarelor  dezechilibrate  discrete.  

2.  Metoda  recursivă  (de  recurenţă)  

Numărul  claselor  de  dezechilibru  pentru   receptoarele  dezechilibrate  discrete   se  poate  

determina  cu  ajutorul  unor  formule  de  recurenţă.  Acestea  permit  calculul  numărului  N(RDD)  

de  ordin  n  cu  ajutorul  unor  numere  N(RDD)  de  ordine  mai  mici.  Formulele  de  recurenţă   se  

deduc   uşor,   pornind   de   la   definiţia   numărului   N(RDD).   Prin   ordonarea   descrescătoare   a  

indicilor  superiori  şi  inferiori  şi  utilizarea  proprietăţii  de  simetrie  facem  ca  :  
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   ( )m21m21 ...,,,,l...,,l,lmin λλλ=λµ    (4)  

a)  dacă   1=λµ ,  avem:  

   ( )
( )

( )
( )∑ −µµ λλλ−

−−
λλλ =

R

,...,,1n
l,...,ll,...,l,l1n

,...,,n
l,...,l,ln

121

mi21

21

m21
GG    (5)  

unde  R  este  mulţimea  soluţiilor  ecuaţiei:  

   1x...xx m21 =+++    (6)  

în  numere  naturale,  cu   ( )m...,,2,1i,1x0 i =≤≤ .  

Numărul  soluţiilor  acestei  ecuaţii  este:  

   mcR 1
m ==   (combinări  cu  repetiţie).   (7)  

b)  Dacă 2=λµ ,  avem:  

   ( )
( )

( )
( )∑ −µµ λλλ−

−−
λλλ =

R

,...,,2n
l,...,2l,...,l,l2n

,...,,n
l,...,l,ln

121

mi21

21

m21
GG    (8)  

unde  R  este  mulţimea  soluţiilor  ecuaţiei:  

   2x...xx m21 =+++    (9)  

în  numere  naturale,  cu   ( )m...,,2,1i,2x0 i =≤≤ .  

Numărul  soluţiilor  acestei  ecuaţii  este:  

   ( )
2

1mmcR 2
m

+
== .   (10)  

c)  Dacă   3=λµ ,  avem:  

   ( )
( )

( )
( )∑ −µµ λλλ−

−−
λλλ =

R

,...,,3n
l,...,3l,...,l,l3n

,...,,n
l,...,l,ln

121

mi21

21

m21
GG    (11)  

unde  R  este  mulţimea  soluţiilor  ecuaţiei:  

   3x...xx m21 =+++    (12)  

în  numere  naturale,  cu   ( )m...,,2,1i,3x0 i =≤≤ .  

Numărul  soluţiilor  acestei  ecuaţii  este:  

   ( )( )
6

2m1mmcR 3
m

++
== .   (13)  

Lista  acestor  formule  de  recurenţă  poate  fi  continuată,  dar  aplicarea  lor  devine  tot  mai  

grea,  datorită  creşterii  lui   R .  
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Foarte   simplă   şi   avantajoasă   este   aplicarea   primelor   două   formule   de   recurenţă,   deci  

pentru   1=λµ   şi   2=λµ .  

Vom  ilustra  metoda  printr-un  exemplu.  

Să  se  calculeze  numărul   ( )
( )1,2,3,410

2,2,3,310GN = .  

Aplicând    formula  (5)  obţinem:  

   ( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

3928721092
G2G2GGGGN 2,3,49

1,2,3,39
2,3,49
2,2,2,39

2,3,49
1,2,3,39

2,3,49
2,1,3,39

2,3,49
2,2,2,39

2,3,49
2,2,3,29

=⋅+⋅=

=⋅+⋅=+++=
  

Este  evident  că  aplicarea  metodei  de  recurenţă  pentru  N(RDD)  presupune  cunoaşterea  

valorii  unor  astfel  de  numere  de  ordine  inferioare  ( 1n − ,   2n − ,  ...).  
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O  metodă  de  reducere  pentru  calculul  numărului  

receptoarelor  dezechilibrate  discrete  m-fazate  

  

Vasile  Mircea  Popa  

  

Abstract  

A  Reducing  Method  for  the  m-Phased  Discreet  Unbalanced  Loads  Number  Calculation  

The   paper   proposes   a   new   method   for   calculating   the   number   of   equivalence   classes   for  

discreet  unbalanced   loads,   the  order  reducing  method.  The  discreet  unbalanced   load   is  defined   in  

this   paper.  This   paper   presents   a  method   for   unbalanced   discreet   loads   number   calculation.   Four  

methods   are   presented   and   the   reducing   method   is   also   detailed.   At   the   end   of   the   paper   the  

conclusions  and  references  are  presented.  

1.  Introducere  

Considerăm  un  receptor  dezechilibrat  m-fazat  şi  schema  echivalentă  în  conexiunea  stea  (fig.  

1).  

  

Fig.  1.  Receptor  dezechilibrat  m-fazat  şi  schema  echivalentă  în  stea  

În   fazele   receptorului   se   găsesc   impedanţele   complexe  
m21

Z,...,Z,Z şi   considerăm   fazele  

distincte  (discernabile).  

Dacă   aceste   impedanţe   sunt   formate   (prin   înseriere)   din   impedanţe   elementare   (elemente  

fizice),  vom  numi  receptorul  m-fazat  receptor  dezechilibrat  discret  (RDD)  [4],  [5],  [6].  
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Presupunem  că  avem  n  impedanţe  elementare,  anume  µ  clase  de  impedanţe  elementare  
diferite,  clasa  j  conţinând  λj  impedanţe  identice,  deci:    

   ∑
µ

=

=λ
1j

j
n .   (1)  

Cele  m  faze  distincte  ale  receptorului  legat  în  stea  conţin  câte  li  impedanţe  elementare,  

cu:   nl

m

1i

i
=∑

=

.   (2)  

Schema  unui  astfel  de  receptor  dezechilibrat  discret  este  dată  in  figura  2.  

  

Fig.2.  Schema  unui  receptor  dezechilibrat  discret  (RDD)  

Un  astfel  de  receptor  dezechilibrat  discret  îl  vom  numi  de  tipul  n  (l1,  l2,  ...  ,  lm;;  λ1,  λ2,  
...,  λµ).  În  cele  ce  urmează  vom  subînţelege  că  receptorii  dezechilibraţi  discreţi  (RDD)  pe  care  
îi  vom  considera  sunt  de  acest  tip.  

La   transferul   unor   impedanţe   elementare   de   pe   o   faza   pe   alta   se   obţin   receptoare  

dezechilibrate   diferite,   care   introduc   diverse   tipuri   de   dezechilibre   în   reţeaua   din   care   fac  

parte.  

În   particular,   unele   din   aceste   receptoare   pot   fi   echilibrate,   dar   acestea   pot   fi  

considerate  cazuri   limită  de   receptoare  dezechilibrate,   în  conformitate  cu  punctul  de   vedere  

evidenţiat  în  lucrarea  [5].  

O  problemă  care  se  pune  imediat  este  determinarea  numărului  de  dezechilibre  posibile,  

cu  alte  cuvinte  a  numărului  receptorilor  dezechilibraţi  discreţi.  

Numărul  receptorilor  dezechilibraţi  discreţi  care  pot  exista  este  finit  şi  îl  notăm:  

   ( ) ( )
( )u21

m21

,...,,n

l,...,l,ln
GRDDNN

λλλ== .   (3)  

Pentru  calcul   numărului  N  =  N   (RDD)  se  utilizează  metode  din  matematica  discretă,  

mai  exact,  din  combinatorică  [4],  [5].  

2.  Metode  pentru  calculul  numărului  N(RDD)  

Autorul  prezentei   lucrări  a  elaborat  patru  metode  pentru  calculul  numărului  N(RDD).  

Acestea  sunt:  

1.  Metoda  enumerării  [5],  [6]  

2.  Metoda  polinoamelor  de  tip  Newton  [4]  

3.  Metoda  de  recurenţă  [5]  

4.  Metoda  reducerii  ordinului.  

Primele  trei  metode  sunt  dezvoltate  în  referinţele  bibliografice  indicate.  
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În  continuare  vom  prezenta  metoda  reducerii  ordinului.  

3.  O  metodă  de  reducere  a  ordinului  

Considerăm  simbolul  general:  

   ( ) ( )
( )µλλλ== ...,,,n

l...,,l,ln

21

m21

GRDDNN    (4)  

Dacă   nl
11
>λ+ ,  putem  afirma  că:  

   ( )
( )

( )
( )µµ λλ−λ−−

λ−λ−−
λλλ = ...,,,lnln2

l...,,l,nln2

...,,,n

l...,,l,ln

2111

m2111

21

m21

GG    (5)  

şi  ordinul  este  redus.  

Să  considerăm  matricea:  

  

m21

m222212

m112111

m21

xxx

xxx

xxx

llln

µµµµλ

λ
λ

L

MM

L

L

L

   (6)  

Separând   primul   rând   şi   prima   coloană,   obţinem   matricea   redusă,   de   dimensiuni  

( )( )1m1 −−µ .  

Fie   νN   numărul  de  cazuri  în  care  matricea  redusă  ia  valoarea  ν   (suma  elementelor).  

Fie  simbolurile:   ( )
( )

n

...,,,n

l...,,l,ln
GG

21

m21

=µλλλ
   (7)  

   ( )
( )

1n

...,,,11n

l...,,l,1l1n
GG

21

m21
−

λλ−λ−
−− =µ

   (8)  

   ( )
( )

2n

...,,,22n

l...,,l,2l2n
GG

21

m21
−

λλ−λ−
−− =µ

   (9)  

   ( )
( )

3n

...,,,33n

l...,,l,3l3n
GG

21

m21
−

λλ−λ−
−− =µ

.   (10)  

Putem  afirma  că:  

-dacă   nl
11
=λ+       (11)  

  
102nn

NNGG ++= −    (12)  

  
2103nn

NNNGG +++= −    (13)  

-dacă   1nl
11

−=λ+   
11nn

NGG += −    (14)  

  
212nn

NNGG ++= −    (15)  

-dacă   2nl
11

−=λ+   
21nn

NGG += −    (16)  

Vom  calcula  numerele   ( )2,1,0,N =νν .  

În  simbolul  general:   ( ) ( )
( )µλλλ== ...,,,n

l...,,l,ln

21

m21

GRDDNN    (17)  

aplicăm   proprietatea   de   simetrie,   astfel   încât  
11

l λ≥ .   Indicii   inferiori   şi   superiori   sunt   în  

ordine  descrescătoare:  
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   µλ≥≥λ≥λ ...
21

   (18)  

  
m21
l...ll ≥≥≥ .   (19)  

În  mulţimea  de  numere   µλλλ ...,,,
21

,  facem  următoarele  notaţii:  

1
α   =  numărul  de  cifre  1;;  

2
α   =  numărul  de  cifre  2;;  …,  

1−να   =  numărul  de  cifre   1−ν ,   να   =  

numărul  de  cifre   ν   sau  mai  mari  decât  ν .  
Putem  afirma  că:   1...

21
−µ=α++α+α ν    (20)  

Obţinem  expresiile:   1N
0
=    (21)  

   ( )( )1m1N
1

−−µ=    (22)  

   ( )
( ) ( )( )

( )
( )2ln,1,1ln

l...,,lln

2ln,2ln

l...,,lln22

11

n21

11

m21

G
2

21
GN

−−−
−

−−−
−

−µ−µ
+α= .   (23)  

Metoda  reducerii  ordinului  constă  în  aplicarea  relaţiilor:  (5),  (11),  ...,  (16)  şi  (21),  (22),  

(23).  

Similar  cu  metoda  de  recurenţă,  metoda  reducerii  ordinului  pentru  calculul  numerelor  

N(RDD)  presupune  cunoaşterea  valorilor  unor  asemenea  numere  de  ordin  inferior.  

4.  Concluzii  

Dintre  metodele  “manuale”  de  calcul,  deosebit  de  practice  sunt  formulele  de  reducere  a  

ordinului  pentru  l1  +  λ1  >  n;;  l1  +  λ1  =  n;;  l1  +  λ1  =  n  -  1.  Deci,  3  formulele  de  calcul  simple  
cu  care  se  pot  calcula  din  aproape  în  aproape  orice  tabele  cu  numere  N(RDD),  bazându-ne  pe  

cele  existente  (anterioare,cu  n  mai  mic).  
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Abstract  
  
  
  

The  Computer  Aided  Analysis  of  the  m-Phased  Discreet  Unbalanced  Loads  
The  paper  proposes  a  computer  program  for  calculating  the  number  of  equivalence  classes  

for   discreet   unbalanced   loads.   The   determination   of   this   number   is   a   combinatorial   problem   of  
distributing   n   impedances   (µ   classes   of   impedances   where   the   class   j   contains   λj   equivalent  
impedances)  in  m  phases  of  capacity  li.  The  enumeration  method  algorithm  was  programmed  on  the  
electronic  computer.  In  the  paper  numerical  computational  examples  are  given.  

  
  

1.    Introducere  
  
Considerăm  un  receptor  dezechilibrat  m-fazat  şi  schema  echivalentă   în  conexiunea  stea.  În  

fazele   receptorului   se   găsesc   impedanţele   complexe   1Z , 2Z ,..., mZ    şi   considerăm   fazele   distincte  
(discernabile).   Dacă   aceste   impedanţe   sunt   formate   (prin   înseriere)   din   impedanţe   elementare  
(elemente  fizice),  vom  numi  receptorul  m-fazat  receptor  dezechilibrat  discret  (RDD).  [4],  [5],  [6].  

Presupunem   că   avem   n   impedanţe   elementare,   anume   µ   clase   de   impedanţe   elementare  
diferite,  clasa  j  conţinând   jλ   impedanţe  identice.  Cele  m  faze  distincte  ale  receptorului  legat  în  stea  

conţin  câte   il   impedanţe  elementare.  Un  astfel  de  receptor  dezechilibrat  discret  îl  vom  numi  de  tipul  
),...,,;;l,...,l,l(n 21m21 µλλλ .  În  cele  ce  urmează  vom  subînţelege  că  receptorii  dezechilibraţi  discreţi  

(RDD)  pe  care  îi  vom  considera  sunt  de  acest  tip.    
O  problemă  care   se  pune   imediat  este  determinarea  numărului  de  dezechilibre  posibile,   cu  

alte  cuvinte  a  numărului  receptorilor  dezechilibraţi  discreţi.  
Numărul   receptorilor   dezechilibraţi   discreţi   care   pot   exista   este   finit   şi   îl   notăm   :

   ( ) ( )
( )u21

m21

,...,,n
l,...,l,lnGRDDNN λλλ== .   (1)  

Pentru  calcul  numărului  N  =  N  (RDD)  se  utilizează  metode  din  matematica  discretă,  mai  
exact,  din  combinatorică  [4],  [5].  
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2.    Metode  pentru  analiza  receptoarelor  dezechilibrate  discrete  
  
Autorul   prezentei   lucrări   a   elaborat   patru   metode   pentru   calculul   numărului   N(RDD).  

Acestea  sunt:  
1.  Metoda  enumerării  
2.  Metoda  polinoamelor  de  tip  Newton  
3.  Metoda  de  recurenţă  
4.  Metoda  reducerii  ordinului.  

În  continuare  vom  prezenta  metoda  enumerării.  
Această  metodă   se   bazează   pe   observaţia   că   numărul  N   este   egal   cu   numărul   soluţiilor  

sistemului:  

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

==

µ=λ=

∑

∑
µ

=

=

m...,,2,1i;;lx

...,,2,1j;;x

i
1j

ji

j

m

1i
ji

   (2)  

unde   0x;;0l, jiij ≥>λ   sunt  numere  naturale.  
Acest   sistem   are   mµ    necunoscute   şi   1m −+µ    ecuaţii   independente   (datorită   condiţiei  

nl
m

1i
i

1j
j ==λ ∑∑

=

µ

=

).  Prin  urmare,  gradul  de  nedeterminare  al  sistemului  este:    

   ( ) ( )( )1m11mm −−µ=−+µ−µ    (3)  
Se   observă   că   numărul   N   reprezintă   de   asemenea   numărul   matricilor   cu   µ    linii   şi   m  

coloane,  conţinând  numere  naturale,  la  care  sumele  liniilor,  respectiv  ale  coloanelor  sunt  impuse:  

  

m21

m222212

m112111

m21

xxx

xxx
xxx
llln

µµµµλ

λ
λ

K

M

K

K

K

   (4)  

Metoda  enumerării   aplicată  "manual"  constă   în  construirea  efectivă  a  matricilor  de  tipul  
(4)  şi  numărarea  lor.  Este  evident  că  pentru  n  mare  această  variantă  este  total  nepractică.  

  
3.    Analiză  asistată  de  calculator  
  
Pentru   valori  mari   ale   lui   n,   calculul   numărului  N(RDD)  prin  metodele   arătate   anterior  

este  dificil.  
Pe  baza  metodei  enumerării  s-a  realizat  un  program  de  calculator  (numit  programul  RDD)  

care  generează  sistematic  matrici  de  tipul  (4)  şi  în  final  dă  numărul  acestor  matrici.  Problema  se  
reduce  la  determinarea  matricilor  reduse  de  dimensiuni   1−µ   şi   1m − ,  în  care  variabilele   jix   iau  
valori  naturale  cuprinse  între  0  şi  o  valoare  maximă  iar  suma  lor  este  mai  mare  sau  egală  decât  
numărul   11ln λ−− .  

Putem  scrie  :  
   ( )i,1ji3i2i1i,j3j2jjji x...xxl;;x...xxminx0 −− −−−−−−−−λ≤≤    (5)  

   11

m

2i
ji

2j

lnxS λ−−≥= ∑∑
=

µ

=

   (6)  

cu  referire  la  matricea:  
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⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

µµµµ mi32

jmji3j2j

m3i33332

m2i22322

xxxx

xxxx

xxxx
xxxx

M

KK

M

KK

M

KK

KK

   (7)  

Numărul   matricilor   reduse   de   tipul   (7)   coincide   cu   numărul   matricilor   (4)   şi   este   deci  
chiar  N(RDD).  

În   continuare   vom   prezenta   câteva   rezultate   numerice   obţinute   utilizând   programul   de  
calculator  RDD.  Primele  cinci  rezultate  ar  putea  fi  obţinute  şi  prin  una  din  metodele  “manuale”  
de  calcul.  

  

( )
( ) 618G 1,1,2,2,28

1,1,1,2,38 =    ( )
( ) 1173G 1,1,2,2,39

1,1,2,2,39 =   

( )
( ) 1980G 1,1,1,3,39

1,1,1,2,2,29 =    ( )
( ) 1830G 2,2,3,310

2,2,2,2,210 =   

( )
( ) 1875G 1,1,1,1,2,2,210

1,2,2,510 =    ( )
( ) 2211G 10,10,1030

10,10,1030 =   

Ecranul  programului  RDD  este  prezentat  în  figura  1:  
  

  
Fig.  1  Ecranul  programului  RDD  (ecranul  de  lucru)  

  
Programul  RDD  permite  obţinerea  numerelor  N(RDD)   în  timpi  variind  de   la  o  fracţiune  

de  secundă   la  câteva  minute,   în  cazul  valorilor  mari  (de  ordinul  milioanelor).  Utilizând  metoda  
enumerării,   respectiv   programul   de   calculator   RDD,   s-au   calculat   toate   valorile   lui   N(RDD)  
pentru  n≤10.  Tabelele  cu  numerele  N(RDD)  sunt  date  în  lucrarea  [5].  Tabelele  conţin  numerele  
claselor   de   dezechilibru   pentru   receptori   dezechilibraţi   discreţi   de   tipul  

),...,,;;l,...,l,l(n 21m21 µλλλ .   Numărul   n   este   notat   în   colţul   stânga-sus   al   fiecărui   tabel.   Indicii  
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inferiori  sunt  marcaţi   în  partea  stângă  a  tabelelor,  sub  forma   )l,...,l,l( m21 .  Indicii  superiori  sunt  
marcaţi  în  partea  superioară  a  tabelelor,  sub  forma   ),...,,( 21 µλλλ .  

La  intersecţia  liniei  şi  a  coloanei  respective  se  citeşte  numărul  N=N(RDD).    
Tabelele  sunt  exhaustive  şi  prezintă  simetrie  faţă  de  diagonala  principală.    
  
4.    Concluzii  
  
Numerele  N  =  N(RDD)  sunt  cu  atât  mai  “simple”  (mai  mici  şi  mai  uşor  de  calculat)  cu  

atât  ordinul  n  este  mai  mic.  Din  acest  motiv,   tabelele   s-au  calculat   în  ordinea  prezentată,  adică  
începând  cu  n  =  1,  continuând  cu  n  =  2  ş.a.m.d.  până  la  n  =  10.  Dintre  metodele  “manuale”  de  
calcul,  deosebit  de  practice  sunt  formulele  de  recurenţă  pentru   1=λµ   şi   2=λµ   şi  formulele  de  
reducere  a  ordinului  pentru   nl 11 >λ+ ;;   nl 11 =λ+ ;;   1nl 11 −=λ+ .  Deci,  5  formulele  de  calcul  
simple  cu  care   se  pot  calcula  din  aproape   în  aproape  orice   tabel,   bazându-ne  pe  cele   existente  
(anterioare).   Totuşi   un   astfel   de   calcul   ,,manual”   al   primelor   10   tabele   cu   numerele   N(RDD)  
necesită  circa  40  de  ore  de  calcul.  

Programul  de  calculator  RDD,  scris  în  limbajul  C  şi  rulat  pe  un  calculator  AMD  K7  750  
MHz,  128  MB  memorie  RAM  şi  20  GB  pentru  HDD  permite  efectuarea  aceluiaşi  calcul  în  circa  
8  ore  (aici  este  evident  inclus  şi  timpul  necesar   introducerii  datelor).  Marele  avantaj  al  utilizării  
programului   de   calculator   este   posibilitatea   calculării   unor   numere   N(RDD)   pentru   un   n  
oarecare,  când  nu  dispunem  de  tabelele  cu  numerele  N(RDD)  pentru  n-1,  n-2,  ...  (necesare  pentru  
metoda   recursivă).   În   acest   caz,   comparaţia   cu   una   din   metodele   manuale   de   calcul   (metoda  
enumerării,   metoda   polinoamelor   de   tip   Newton,   metoda   de   recurenţă,   metoda   reducerii  
ordinului)  evidenţiază  avantajul  absolut,  incontestabil  al  utilizării  programului  de  calculator.  

Programul   de   calculator   RDD,   cu   o   minimă   modificare,   permite   şi   afişarea   structurii  
receptoarelor  dezechilibrate  discrete  prin  intermediul  matricii  reprezentative  (4).  
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Abstract  

The  paper  proposes  an  analytical  method  for  calculating  the  harmonic  voltages  of  a  

three-phase  diode-bridge  under  non-symmetrical   supply  conditions.  We  are  considering  a  

three-phase  ideal  diode-bridge  fed  by  a  non-symmetrical  voltage  system:  

u1(x)=Um1sin(x-x1),  u2(x)=Um2sin(x-x2)  and  u3(x)=Um3sin(x-x3).  

Let  a,  b,  c  be  the  Ox  coordinates  of  the  intersection  points  of  the  curves  u1(x),  u2(x)  

and   u3(x)   with   –π/2   <   a,b,c   <   π/2.   Performing   those   calculations   we   obtain   the   Fourier  

coefficients   of   serial   development   for   direct   voltage   ud   (there   are   four   cases).   All   the  

calculations  are  conducted  only  by  algebraic  calculation  with  high  accuracy.  

The   analytical   equations   for   the   harmonic   components   of   the   dc   voltages   in   the  

proposed  method  are  derived  using   frequency  domain  method.  The  proposed  method  can  

be   easily   extended   to   the   harmonic   analysis   of   three-phase   thyristor-bridge   with   non-

symmetrical   supply   conditions.  The   validity   of   the   proposed  method   is   demonstrated   by  

comparison  with  the  results  of  digital  simulation.  

In  the  end  of  the  paper  we  indicate  the  references.  

  
  

1.  Puntea  trifazată  de  diode  alimentată  nesimetric  
  
În  cele  ce  urmează  vom  analiza  puntea  de  diode  alimentând  un  receptor  

pur   rezistiv.  Se  va  prezenta  o  metodă  analitică  exactă  de  calcul   [1],   [2],   [3],  
[4],  [5].  Se  va  studia  forma  de  undă  a  tensiunii  redresate  ud  precum  şi  spectrul  de  
armonici  al  tensiunii  ud.  
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Considerăm  o   punte   trifazată   de   diode   ideale   alimentată   cu   un   sistem  

trifazat  nesimetric  de  tensiuni  (fig.1).  

1

2

3

d

0

3

u

1u 2u 3u

  
Fig.  1  Punte  de  diode  ideale  alimentată  nesimetric.  

  
Sistemul  trifazat  nesimetric  de  tensiuni  este  notat  (u1,  u2,  u3).  Tensiunea  

redresată  este  ud.  
  

  

2.  Cazul  general.  Teorema  poziţiilor  

  

Se  consideră  sistemul  trifazat  nesimetric  general  (u1,  u2,  u3)  de  secvenţă  
directă.   Sistemul   este   nesimetric   la   modul   general,   deci   prezintă   nesimetrie  
atât  de  module  cât  şi  de  unghiuri.  

Expresiile  generale  ale  tensiunilor  sistemului  trifazat  sunt:  

  

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )⎪

⎩

⎪
⎨

⎧

−=
−=
−=

33m3

22m2

11m1

xxsinUxu
xxsinUxu
xxsinUxu

   (1)  

unde  am  notat  x  =  ωt.  
Notăm  cu   a,   b,   c   abscisele   punctelor   de   intersecţie   ale   curbelor   u1(x),  

u2(x),  u3(x),  care  se  găsesc  în  intervalul   ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

+
π

−
2

  ,
2 .  Mai  exact:  

-  a  corespunde  la  u2  ∩  u3  
-  b  corespunde  la  u3  ∩  u1  
-  c  corespunde  la  u1  ∩  u2  
Aceste  abscise  rezultă  din  următoarele  ecuaţii:  

u2(x)  =  u3(x);;  u3(x)  =  u1(x);;  u1(x)  =  u2(x);;  
Rezolvând  aceste  ecuaţii,  se  obţin  următoarele  expresii:  

  

22m11m

22m11m

11m33m

11m33m

33m22m

33m22m

xcosUxcosU
xsinUxsinU

c  tg

xcosUxcosU
xsinUxsinU

b  tg

xcosUxcosU
xsinUxsinU

a  tg

−
−

=

−
−

=

−
−

=

   (2)  

De  aici  rezultă  imediat  a,  b,  c  [3].  
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Fără  a  restrânge  generalitatea,  alegem  ca  origine  de  fază  mărimea  având  

amplitudinea  maximă  şi  fie  u1  această  mărime.  
Deci   x1   =   0;;   0   <   x2   <   x3   <   2π   şi   0   <  Um2  ≤   Um1;;   0   <  Um3  ≤   Um1.   În  

această   situaţie   putem   lua   Um1   =   1   iar   Um2,   Um3   vor   fi   numere   pozitive  
subunitare.  

Se  pot   imagina  şi  sisteme  trifazate   la   limită,   în  care  pot   interveni  unele  
din   următoarele   situaţii:  Um2  =   0;;  Um3   =   0;;   x2   =   0;;   x2  =   x3;;   x3   =   2π.  Aceste  
sisteme  posedă  o  nesimetrie  accentuată.  

În  aceste  condiţii   (mărimea  cu  amplitudinea  maximă  este  u1  şi  se  alege  
origine   de   fază)   se   constată   că   pot   exista   4   cazuri   privind   poziţia   relativă   a  
numerelor  a,  b,  c.  Vom  numi  această  afirmaţie  teorema  poziţiilor.  

Teorema  poziţiilor  poate  fi  ilustrată  prin  metoda  grafică.  Din  cele  3!  =  6  
situaţii   trebuie   să   scădem   2   datorită   poziţiei   privilegiate   a   lui   u1   (origine   de  
fază).  Demonstraţia  teoremei  poziţiilor  este  dată  în  anexele  lucrării  [3].  

Cazurile  care  pot  să  existe,  după  poziţia  relativă  a  numerelor  a,  b,  c,  sunt  
următoarele:  

Cazul  1:  a  <  b  <c;;  
Cazul  2:  a  <  c  <  b;;  
Cazul  3:  b  <  c  <  a;;  
Cazul  4:  c  <  b  <  a.  
În  situaţii  particulare,  poate  interveni  egalitatea  între  două  din  numerele  

a,  b,  c,  de  asemenea  egalitatea  unuia  din  aceste  numere  cu   2
π

−   sau   2
π

+ .  

Fig.  2.  Exemplificări  pentru  cele  patru  cazuri  de  sisteme  nesimetrice.  

  
În  figura  2  s-au  reprezentat  fazorial  4  sisteme  la  modul  general,  deci  cu  

nesimetrie  atât  de  module  cât  şi  de  unghiuri.  Sistemele  considerate  reprezintă  
cele  patru  cazuri  care  pot  exista  şi  care  au  fost  prezentate  mai  înainte.  

U1  =  1;;  x1  =  0°  
U2  =  0,75;;  x2  =  330°  
U3  =  0,5;;  x3  =  345°  

U1  =  1;;  x1  =  0°  
U2  =  0,75;;  x2  =  150°  
U3  =  0,5;;  x3  =  270°  

U1  =  1;;  x1  =  0°  
U2  =  0,75;;  x2  =  300°  
U3  =  0,5;;  x3  =  330°  

U1  =  1;;  x1  =  0°  
U2  =  0,75;;  x2  =  60°  
U3  =  0,5;;  x3  =  120°  

Cazul  (b,  c,  a)  

Cazul  (a,  b,  c)   Cazul  (a,  c,  b)  

Cazul  (c,  b,  a)  
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În   toate   cazurile,   vom   nota   cu   d   suma  dintre   abscisa   cea  mai  mică   şi  

numărul  π:  
   d  =  min  (a,  b,  c)  +  π   (3)  
În  fiecare  din  cazuri,  semnalul  ud(x)  rezultă  periodic  cu  perioada  π  [3].  
Expresia  generală  a  dezvoltării   funcţiei  ud(x)   în  serie  Fourier  este  dată  

de  următoarea  relaţie:  

   ( ) x
1

n  sinbx
1

n  cosaxu n
0n

nd
π

+
π

=∑
∞

=
   (4)  

unde  2l  =  π  este  perioada  [3].  
Deci:  

   ( ) nx2  sinbnx2  cosaxu n
0n

nd +=∑
∞

=
   (5)  

În  continuare,  vom  studia  pe  rând  cele  patru  cazuri.  
  
  

3.  Cazul  1  

Acest  caz  îl  numim  pe  scurt  cazul  (a,  b,  c).  
Avem  a  <  b  <  c  <d.  

Fig.  3.  Sistem  nesimetric  aparţinând  cazului  1  şi  tensiunea  ud  corespunzătoare.  
  
În   figura  3   s-a   prezentat   sistemul   nesimetric   (u1,   u2,   u3)   funcţie  de   x,  

precum  şi  tensiunea  ud(x).  

u1  
u2  
u3  

u1   u2   u3  

u1  –  u3  
u2  –  u3  
u2  –  u1  

ud  
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Se  poate  scrie:  

   ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )⎪

⎩

⎪
⎨

⎧

<≤−
<≤−
<≤−

=
dxc  pentru  ,xuxu
cxb  pentru  ,xuxu
bxa  pentru  ,xuxu

xu

31

32

12

d    (6)  

  
Coeficienţii  dezvoltării  în  serie  Fourier  sunt  daţi  de  relaţiile:  

( )dxxu1a
d

a
d0 ∫π= ,   ( ) dx2nx    cos  xu2a

d

a
dn ∫π= ,   ( ) dx2nx  sin    xu2b

d

a
dn ∫π=   (7)  

  
Efectuând  calculele,  se  obţin  următoarele  expresii  pentru  an,  bn,  şi  a0.  
  
  
Pentru  coeficientul  an:  
(4n2  –  1)  πan  =  

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]{ }111m xb  1n2  cos  1n2xb  1n2    cos  1n2U −+−−+−+−=   
( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]{ }
( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]{ }
( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]{ }
( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]{ }
( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]{ }333m

333m

222m

222m

111m

xb  1n2  cos  1n2xb  1n2    cos  1n2U
xa  1n2  cos  1n2xa  1n2    cos  1n2U
xc  1n2  cos  1n2xc  1n2    cos  1n2U
xa  1n2  cos  1n2xa  1n2    cos  1n2U
xc  1n2  cos  1n2xc  1n2    cos  1n2U

−+−−+−++
−+−−+−++

−+−−+−++
−+−−+−+−
−+−−+−+−

   (8)  

  
  
Pentru  coeficientul  bn:  
(4n2  –  1)  πbn=  

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]{ }111m xb  1n2in  s  1n2xb  1n2in    s  1n2U −+−−+−+−=   
( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]{ }
( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]{ }
( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]{ }
( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]{ }
( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]{ }333m

333m

222m

222m

111m

xb  1n2in  s  1n2xb  1n2in    s  1n2U
xa  1n2in  s  1n2xa  1n2in    s  1n2U
xc  1n2in  s  1n2xc  1n2in    s  1n2U
xa  1n2in  s  1n2xa  1n2in    s  1n2U
xc  1n2in  s  1n2xc  1n2in    s  1n2U

−+−−+−++

−+−−+−++
−+−−+−++
−+−−+−+−
−+−−+−+−

   (9)  

  
  
Pentru  coeficientul  a0  (termenul  liber):  
–  πa0  =    

( ) ( )[ ]111m xc  cosxb  cosU −+−−= -  
( ) ( )[ ]
( ) ( )[ ]333m

222m

xb  cosxa  cosU
xc  cosxa  cosU

−+−+
−−−−

   (10)  
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4.  Cazurile  2,  3  şi  4  

  
Aceste  cazuri  se  studiază  asemănător,  obţinându-se  seturile  de  formule  

respective   [3].   De   asemenea,   în   lucrarea   [3]   s-au   analizat   separat   cazul  
sistemului   simetric,   cazul   nesimetriei   de   module   (de   amplitudini),   cazul  
nesimetriei   de   unghiuri   (de   defazaje),   cazul   anulării   unei   tensiuni,   cazul  
anulării  a  două  tensiuni  şi  cazul  funcţionării  monofazate.  

S-au  considerat  şi  sistemele  de  secvenţă  inversă.  
  
  
5.  Verificarea  rezultatelor  obţinute  

  
S-a   realizat   compararea   rezultatelor   obţinute   prin   metoda   analitică  

propusă   şi   prin   metoda   simulării   pe   calculator.   S-au   analizat   prin   ambele  
metode  opt  cazuri  particulare  de  alimentare  nesimetrică.  Rezultatele  obţinute  
prin   metoda   analitică   şi   prin   metoda   simulării   pe   calculator   (PSPICE)   sunt  
apropiate,   eroarea   relativă   maximă   nedepăşind   2,9%.   De   asemenea,   s-au  
realizat   măsurători   experimentale   utilizând   un   nanovoltmetru   selectiv  
UNIPAN-tip   233.   Valorile   măsurate   experimental   sunt   apropiate   de   cele  
obţinute  prin  metoda  analitică  şi  prin  metoda  simulării  pe  calculator.  

Scopul  final  al  cercetărilor  a  fost  realizarea  unui  dispozitiv  de  protecţie  
antibifazică   a   motoarelor   asincrone   trifazate,   brevetat   (brevet   nr.   87118),  
omologat  la  S.C.  „Relee”  Mediaş  şi  asimilat  în  producţia  de  serie.  
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STUDIUL  PUNŢII  DE  DIODE  ALIMENTATĂ  NESIMETRIC  

  
Vasile  Mircea  POPA  

  

  

THE  STUDY  OF  NON-SYMMETRIC  FEED  DIODE-BRIDGE  
  

In   this   paper   we   are   considering   a   three-phase   ideal   diode-bridge   fed   by   a   non-symmetrical   voltage   system:  
uk(x)=Umksin(x-xk),  k=1,2,3.  Let  a,  b,  c  be  the  Ox  coordinates  of  the  intersection  points  of  the  curves  u1(x),  u2(x)  and  u3(x)  with  a,  b,  
c∈(-π/2,  +π/2).  We  obtain   the  Fourier  coefficients  of  a  serial  development  for  direct  voltage  ud  (there  are  four  cases).  Based  on  
these  relations,  we  made  up  a  computer  program  (called  the  PDIODE  program).  This  program  computes  and  displays:  the  degree  of  
asymmetry,   the   degree   of   disymmetry,   the   Fourier   coefficients   a0,   an,   bn,  A0   for   n=1,   2,  …,   10,   the   global   coefficient   of   non-
symmetry  (defined  in  the  paper)  and  graphical  representation  for  direct  voltage  ud  spectrum.  Are  presented  obtained  results  with  the  
computer  program.  
  

Cuvinte  cheie:  punte  de  diode,  alimentare  nesimetrică,  sistem  nesimetric  de  tensiuni,  analiză  armonică,  grad  de  asimetrie,  
grad  de  disimetrie,  coeficient  global  de  nesimetrie.  
  
  

1.   Introducere  

  

În   lucrarea   [3]   s-a   dezvoltat   o   metodă   analitică   pentru   studiul   punţii   de   diode   alimentată   nesimetric.   Se  
calculează  armonicile  de  tensiune  ale  unei  punţi  trifazate  de  diode  cu  condiţii  de  alimentare  nesimetrică.  Rezultatele  
sunt   obţinute   prin   calcule  algebrice   precise.  Efectuând   calculele,   se   obţin   coeficienţii   Fourier   ai   dezvoltării   în   serie  
pentru   tensiunea   continuă   ud   (există   patru   cazuri).   Metoda   poate   fi   uşor   extinsă   pentru   analiza   armonică   a   punţii  
trifazate  de  tiristoare  cu  condiţii  de  alimentare  nesimetrică.  

  
2.   Program  de  calculator  PDIODE  

  
Pe  baza  metodei  analitice  s-a  elaborat  un  program  de  calculator  (numit  PDIODE).  
Programul  elaborat  parcurge  următoarele  etape:  

1.   Se  introduc  ca  date  iniţiale  parametrii  Um1,  Um2,  Um3,  x1,  x2,  x3;;  vom  pune  întotdeauna  Um1  =  1  şi  x1  =  0;;  
fazele  iniţiale  se  pot  exprima  în  grade  sau  în  radiani  (opţional).  

2.   Se   calculează   Uh,   Ud,   Ui   precum   şi   gradele   de   asimetrie   şi   disimetrie   εh,   εi,   cu   ajutorul   formulelor  
cunoscute;;  acestea  vor  fi  afişate  in  final.  

3.   Se  calculează  numitorii  şi  numărătorii  expresiilor  pentru  calculul  numerelor  a.  b,  c;;  ei  sunt  notaţi  n1,  n2,  
n3,  respectiv  m1,  m2,  m3.  Dacă  cel  puţin  unul  dintre  numitori  este  zero,  se  afişează  „caz  singular  de  tip  1“  precum  şi  
valorile  numitorilor.  Dacă  nu,  se  calculează  numerele  a,  b,  c  pe  baza  relaţiilor  (3.2).  

4.   Dacă  avem  a  =  b  sau  b  =  c  sau  c  =  a  se  afişează  „caz  singular  de  tip  2“  precum  şi  valorile  lui  a,  b,  c.  
5.   Dacă  nu,   se  calculează   în  unul  dintre  cele  4  cazuri   în  care  ne  putem  găsi,  cu   formulele  corespunzătoare  

valorile  lui  a0,  an,  bn,  pentru  n  =  1,  2,  ...,  10.  De  asemenea,  se  calculează  An  şi  se  afişează  lista  coeficienţilor  a0,  an,  bn,  
An  precum  şi  a,  b,  c.  

6.   Se  afişează  coeficientul  global  de  nesimetrie  kn  =  A1  +  A2.  
7.   Se  afişează  reprezentarea  grafică  a  spectrului  lui  ud  (amplitudinile  funcţie  de  ordinul  armonicii  respective).  
Listingul  programului  PDIODE  este  prezentat  în  anexele  lucrării  [3].  
  
3.   Rezultate  obţinute  prin  utilizarea  programului  

  

Ecranul   programului   PDIODE   este   prezentat   în   figura   1.   S-a   considerat   sistemul   trifazat   nesimetric   de  
tensiuni  caracterizat  de  următorii  parametri:  Um1  =  1,  Um2  =  0,75,  Um3  =  0,5;;  x1  =  0°,     x2  =  150°,  x3  =  270°  (care  
reprezintă  cazul  acb)  aplicat  asupra  unei  punţi  de  diode  ideale.  S-a  obţinut  analiza  armonică  a  tensiunii  ud  (fig.1.a)  şi  
reprezentarea  spectrului  de  armonici  (fig.  1.b).  
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Fig.1  Ecranul  programului  PDIODE  (  a  –  analiza  armonică,  b  –  spectrul)  
  

S-au  analizat   şi  alte  cazuri  particulare  de  alimentare  nesimetrică.  Rezultatele  obţinute  prin  metoda  analitică  
(respectiv  cu  programul  PDIODE,  bazat  pe  metoda  analitică)  şi  prin  metoda  simulării  pe  calculator  (PSPICE)  sunt  
apropiate,  eroarea  relativă  maximă  nedepăşind  2,9%.  

Pentru  modelarea  şi  simularea  pe  calculator  a  punţii  de  diode  alimentată  cu  un  sistem  nesimetric  de  tensiuni  şi  
având   ca   sarcină   o   rezistenţă   pură,   am   utilizat   produsul   soft  PSPICE   al   firmei  MicroSim   Corporation   (SUA).   În  
lucrarea   [3]   s-a   prezentat  detaliat  numai  analiza  Fourier   pentru  mărimea   ud.  Mai   exact,   s-au  prezentat   într-un   tabel  
rezultatele  obţinute  cu  metoda  analitică  şi  cu  metoda  simulării  PSPICE  pentru  componenta  continuă  şi  primele  patru  
armonici,  precum  şi  o  comparaţie  între  aceste  rezultate.  

De   asemenea,   s-au   măsurat   experimental   armonicile   tensiunii   ud   în   cazurile   următoare:   cazul   sistemului  
simetric,  cazul  anulării  unei   tensiuni,  cazul  anulării  a  două  tensiuni   şi  cazul   funcţionării  monofazate.  S-a  utilizat  un  
nanovoltmetru  selectiv  UNIPAN  tip  233   (Polonia)  cu  următoarele  date  tehnice  principale:   intrare  –  1μV  ...  100mV;;  
divizor  al  tensiunii  de  intrare  –  1:1000;;  frecvenţa  –  1,5  ...  150kHz;;  selectivitate  –  0;;  18;;  36;;  54  dB/octavă.  

Tensiunea  ud  a  fost  vizualizată  cu  ajutorul  unui  osciloscop  HAMEG-HM  203,  20  MHz  (Germania).  
Datele  experimentale  au  fost  obţinute  pornind  de  la  situaţia  iniţială  Um1=Um2=Um3=24V.  
Valorile   măsurate   experimental   sunt   apropiate   de   acelea   obţinute   prin   simulare   PSPICE   (eroare   relativă  

maximă  0,9%).  
De   asemenea   s-a   făcut   analiza   armonică   a   tensiunii   ud,   folosind   aparatul  RFT-Sichtgerat   SG1   (Germania).  

Rezultatele  obţinute  coincid  practic  cu  cele  obţinute  utilizând  nanovoltmetrul  selectiv.  
În  concluzie,  rezultatele  deduse  prin  metoda  analitică,  cu  ajutorul  programului  de  calculator  PDIODE  (bazat  

pe  metoda  analitică),  prin  simulare  pe  calculator  (PSPICE)  şi  prin  măsurători  experimentale  sunt  apropiate,  ceea  ce  
certifică  atât  datele  obţinute  cât  şi  metodele  utilizate  în  acest  scop.  
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  STUDIUL  PUNŢII  DE  DIODE  ALIMENTATĂ  CU  SISTEME  

PARTICULARE  NESIMETRICE  DE  TENSIUNI  

  

Vasile  Mircea  POPA,  Lizeta  POPESCU  
  

Abstract.  Study  of  Diode-Bridge  Fed  by  Particular  Non-Symmetrical  Voltage  Systems.    

In   this   paper   we   are   considering   a   three-phase   ideal   diode-bridge   fed   by   a   non-symmetrical   voltage   system:   ( )u x U x xm1 1 1( ) sin= − ,  

( )u x U x xm2 2 2( ) sin= − and   ( )u x U x xm3 3 3( ) sin= − .   Let   a,   b,   c   be   the  Ox   coordinates   of   the   intersection   points   of   the   curves   )(1 xu ,  

)(2 xu    and   )(3 xu   with   ( )2/,2/,, ππ−∈cba .  More   precise,   a   corresponds   to   u u2 3∩ ,   b   corresponds   to   u u3 1∩    and   c   corresponds   to  

u u1 2∩ .   The   diode-bridge   gives   an   output   voltage   that   is   periodic,   but   non-sinusoidal.   We   obtain   the   Fourier   coefficients   of   a   serial  
development   for   direct   voltage   du    (there   are   four   cases).  We   also   propose   a   non-symmetry   total   coefficient   that   characterizes   the   non-

symmetry  of  a  three-phase  system  applicable  about  diode-bridge:   ( )k A A Un m= +1 2 1 ,  where   A1   is  the  amplitude  of  the  first  harmonic  and    

A2   is  the  amplitude  of  the  second  harmonic.  
The   paper   proposes   an   analytical   method   for   calculating   the   harmonic   voltages   of   a   three-phase   diode-bridge   under   particular   non-
symmetrical   supply  conditions.  All   the   calculations  are  conducted  only  by  algebraic   calculation  with   high  accuracy.  By   performing   those  
calculations  we  obtain  the  Fourier  coefficients  of  serial  development  for  direct  voltage   du   and  the  non-symmetry  total  coefficients  for  four  
cases.    
The  analytical   equations   for   the  harmonic  components  of   the   dc  voltage   in   the   proposed  method  are   derived  using   the   frequency   domain  
method  and  the  rectifier  switching  functions.    
To  demonstrate  the  usefulness  of  the  proposed  method,  the  results  obtained  by  the  proposed  method  are  compared  with  those  obtained  by  the  
simulation  method,  which  gives  very  accurate  results.  Comparisons  between  the  basic  analytical  model  and  the  digital  simulation  results  are  
given  to  validate  the  analysis.    

  

1.  Introducere  

   În  lucrările  [3],  [4]  s-a  considerat  cazul  general  al  unei  punţi  de  diode  alimentată  cu  un  sistem  trifazat  
nesimetric  de  tensiuni  (fig.  1).  
   Expresiile   generale   ale   tensiunilor   sistemului  
trifazat  sunt:  

      ( )
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⎪
⎨

⎧
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−=
−=

333

222

111

sin)(
sin)(

)sin()(

xxUxu
xxUxu
xxUxu

m

m

m

   (1)  

   Puntea   de   diode   are   ca   sarcină   un   receptor   pur  
rezistiv.  Notăm  cu  a,  b,  c  abscisele  punctelor  de    intersecţie  
ale   curbelor   u x1 ( ) ,   u x2 ( ) ,   u x3 ( )    care   se   găsesc   în  
intervalul   ( )−π π/ , /2 2 .  
   În   lucrările   menţionate   anterior   [3],   [4]   s-a  
dezvoltat   o   metodă   analitică   pentru   calculul   armonicilor  
tensiunii   redresate   du    (există   patru   cazuri).   S-au   obţinut  
formulele  generale  pentru  coeficienţii  seriei  Fourier.  
   De   asemenea,   s-a   definit   un   coeficient   global   de   nesimetrie   (CGN)   care   caracterizează   nesimetria  
sistemului  trifazat  aplicat  asupra  punţii  de  diode.  
   Acesta  este:  

     
1

21

m
n U

AAk +
=    (2)  

unde   1A   este  amplitudinea  armonicii  de  ordinul  1  iar   2A   este  amplitudinea  armonicii  de  ordinul  2  din  tensiunea  

du .  Numitorul   1mU   reprezintă  valoarea  maximă  a  tensiunii  pe  faza  întâi.  Se  poate  considera   11 =mU ,  iar   2mU ,  

3mU    numere   pozitive   subunitare.   În   acest   fel,   fiecărui   sistem   trifazat   nesimetric   i   se   ataşază   o   valoare   a  
coeficientului   global   de   nesimetrie   cuprinsă   între   0   (pentru   sistemul   simetric)   şi   1,018   (pentru   sistemul  
monofazat).  
2.  Sisteme  particulare  nesimetrice  de  tensiuni  

   Considerăm  următoarele  sisteme:  
a)  Cazul  sistemului  simetric.  
   Acesta  este  un  caz  particular  (limită).  
   Avem:  
      mmmm UUUU === 321    (3)  

1

2

3

d

0

3

u

1u 2u 3u

  
Fig.  1.  Punte  de  diode  ideale  alimentată  nesimetric  
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      01 =x ;;  
3
2

2
π=x ;;  

3
4

3
π=x    (4)  

b)  Cazul  nesimetriei  de  module  (de  amplitudini):  
      321 mmm UUU ≠≠    (5)  

      01 =x ;;  
3
2

2
π=x ;;  

3
4

3
π=x    (6)  

c)  Cazul  nesimetriei  de  unghiuri  (de  defazaje):  

      01 =x ;;  
3
2

2
π≠x ;;  

3
4

3
π≠x    (7)  

      mmmm UUUU === 321    (8)  
d)  Cazul  anulării  unei  tensiuni:  
      mmm UUU == 21 ;;   03 =mU    (9)  

      01 =x ;;  
3
2

2
π=x ;;  

3
4

3
π=x    (10)  

e)  Cazul  anulării  a  două  tensiuni:  
      mm UU =1 ;;   032 == mm UU    (11)  

      01 =x ;;  
3
2

2
π=x ;;  

3
4

3
π=x    (12)  

f)  Cazul  funcţionării  monofazate:  
      mmm UUU == 21 ;;   03 =mU    (13)  
      01 =x ;;   π=2x ;;   =3x oarecare   (14)  
   Particularizând   formulele   generale   deduse   în   lucrările   [3],   [4]   se   obţin   rezultatele   particulare  
respective.  Pentru  verificare,  abordând  direct  aceste  cazuri,  se  regăsesc  aceleaşi  rezultate.    
   În  lucrarea  de  faţă  prezentăm  numai  rezultatele  obţinute  în  cazurile  sistemelor  (a)  şi  (f).  
a)  Cazul  sistemului  simetric:  

      ∑
∞
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1
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   (15)  

      0=nk    (16)  
f)  Cazul  sistemului  monofazat:  

      u x
U U n

nd
m m

n
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∞

∑4 8 2
4 12
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   (17)  

      018,1
15
48 ≈=
πnk    (18)  

3.Compararea   rezultatelor   obţinute  prin  metoda  analitică   şi   prin  metoda   simulării   pe  

calculator  
S-au  analizat  prin  ambele  metode  opt  cazuri  particulare  care  sunt  prezentate  în  continuare,  cu  notaţiile  de  

la  modelarea  PSPICE.  
1.  Cazul  sistemului  simetric:  

Mărimea   Amplitudinea   Faza  
V1   100  V   0°  
V2   100  V   –120°  
V3   100  V   –240°  

2.  Cazul  sistemului  nesimetric  (anularea  unei  tensiuni):  

Mărimea   Amplitudinea   Faza  
V1   100  V   0°  
V2   100  V   –120°  
V3   0  V   –240°  

3.Cazul  sistemului  nesimetric  (anularea  a  două  tensiuni):  

Mărimea   Amplitudinea   Faza  
V1   100  V   0°  

V2   0  V   –120°  
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V3   0  V   –240°  

4.  Cazul  sistemului  nesimetric  (funţionare  monofazată)  

Mărimea   Amplitudinea   Faza  
V1   100  V   0°  

V2   100  V   –180°  
V3   0  V   0°  

5.  Cazul  sistemului  nesimetric  caracterizat  de:  

Mărimea   Amplitudinea   Faza  
V1   100  V   0°  
V2   75  V   –330°  
V3   50  V   –345°  

6.  Cazul  sistemului  nesimetric  caracterizat  de:  

Mărimea   Amplitudinea   Faza  
V1   100  V   0°  

V2   75  V   –150°  
V3   50  V   –270°  

7.  Cazul  sistemului  nesimetric  caracterizat  de:  

Mărimea   Amplitudinea   Faza  
V1   100  V   0°  
V2   75  V   –300°  
V3   50  V   –330°  

8.  Cazul  sistemului  nesimetric  caracterizat  de:  

Mărimea   Amplitudinea   Faza  
V1   100  V   0°  
V2   75  V   –60°  
V3   50  V   –120°  

   Rezultatele  obţinute  sunt  trecute  în  tabelul  1.  
Tabelul  1  

Sistemul  trifazat  
aplicat  punţii  

Frecvenţa  
(Hz)  

Componenta  Fourier  
pentru  V  (4,5)  

Metoda  analitică  
(programul  PDIODE)  

(V)  

Metoda  simulării  pe  
calculator  (PSPICE)  

(V)  

Eroare  relativă  
(%)  

Sistemul  1  
(simetric)  

0   a0   165,3   163,3   –1,2  

   100   A1   –   –   –  
   200   A2   –   –   –  
   300   A3   9,5   9,5   –  
   400   A4   –   –   –  

Sistemul  2  
(V3  =  0)  

0   a0   118,7   116,8   –1,6  

   100   A1   57,9   57,3   –1  
   200   A2   3,1   3,1   –  
   300   A3   0,5   0,49   –2  
   400   A4   0,73   0,72   –1,3  

Sistemul  3  
(V3  =  0,  V2  =  0)  

0   a0   63,8   61,9   –2,9  

   100   A1   42,4   41,8   –1,4  
   200   A2   8,5   8,4   –1,1  
   300   A3   3,6   3,5   –2,8  
   400   A4   2,02   1,96   2,9  
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Sistemul  4  
(monofazat)  

0   a0   127,3   125,3   –1,5  

   100   A1   84,8   83,7   –1,2  
   200   A2   16,9   16,4   –2,9  
   300   A3   7,2   7,0   –2,7  
   400   A4   4,04   3,95   –2,2  

Sistemul  5  
(caz  (a,b,c))  

0   a0   42,7   41,9   –1,8  

   100   A1   12,4   12,3   –0,8  
   200   A2   3,05   2,97   –2,6  
   300   A3   0,82   0,8   –2,4  
   400   A4   0,45   0,44   –2,2  

Sistemul  6  
(caz  (a,c,b))  

0   a0   124,1   122,2   –1,5  

   100   A1   44,0   43,5   –1,1  
   200   A2   1,66   1,62   –2,4  
   300   A3   1,07   1,10   2,8  
   400   A4   3,41   3,31   –2,9  

Sistemul  7  
(caz  (b,c,a))  

0   a0   61,2   59,5   –2,7  

   100   A1   31,2   30,8   –1,2  
   200   A2   2,96   2,89   –2,3  
   300   A3   1,24   1,21   –2,4  
   400   A4   0,56   0,55   –1,7  

Sistemul  8  
(caz  (c,b,a))  

0   a0   91,8   89,9   –2,0  

   100   A1   42,6   42,1   –1,1  
   200   A2   3,05   2,98   –2,2  
   300   A3   1,42   1,38   –2,8  
   400   A4   0,99   1,01   –2,0  

   Rezultatele  obţinute  prin  metoda  analitică  în  cazul  sistemelor  nesimetrice  particulare  arătate  mai  sus  
au  fost  comparate  cu  cele  obţinute  prin  metoda  simulării  pe  calculator  (PSPICE).  Aceste  rezultate  sunt  apropiate,  
eroarea  relativă  maximă  nedepăşind  2,9%,  după  cum  se  observă  din  tabel.  
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Abstract  
In   the   paper   is   considered   a   three-phase   diode-bridge   fed   by   a   non-symmetrical  

voltage  system.  The  paper  presents  in  the  first  part  a  complete  modeling  using  the  PSPICE  

computer  package  concerning  a  non-symmetrical  supplied  diode-bridge.  

In  the  second  part,  a  experimental  measurements  and  a  synthetical  aspects  regarding  

diode-bridge   are   presented.   For   making   a   test   of   the   measurement   precision,   the   results  

obtained   from   the   experimental  measurements   are   compared  with   those  obtained  with   the  

simulation  method,  using  the  PSPICE  environments.  Experimental  measured  values  are  near  

to  those  obtained  by  using  digital  simulation  (maximum  relative  error:  0,9%).  

At  the  end  of  the  paper  we  indicate  the  references.  

  

  

1.  Introducere  

În   lucrările   [3],   [4],   [9]   s-a   considerat   cazul   general   al   unei   punţi   de  
diode  alimentată  cu  un  sistem  trifazat  nesimetric  de  tensiuni.  Puntea  de  diode  
are   ca   sarcină   un   receptor   pur   rezistiv.   În   lucrările   menţionate   anterior   s-a  
dezvoltat  o  metodă  analitică  pentru  calculul  armonicilor  tensiunii  redresate  ud  
(există  patru  cazuri).  S-au  obţinut  formulele  generale  pentru  coeficienţii  seriei  
Fourier.  



92   Vasile  Mircea  Popa  
În  cele  ce  urmează  vom  analiza  puntea  de  diode  alimentând  un  receptor  

pur  rezistiv.  Se  va  prezenta  pe  scurt  metoda  analitică  exactă  de  calcul  amintită  
anterior  şi  apoi  se  prezintă  rezultatele  măsurătorilor  experimentale  efectuate,  
comparate  cu  cele  obţinute  prin  modelare  şi  simulare  PSPICE.  

Se  va  studia  forma  de  undă  a  tensiunii  redresate  ud  precum  şi  spectrul  de  
armonici  al  tensiunii  ud.  

Considerăm   o   punte   trifazată   de   diode   ideale   alimentată   cu   un   sistem  
trifazat  nesimetric  de  tensiuni  (fig.1).  

Fig.  1  Punte  de  diode  ideale  alimentată  nesimetric.  

Sistemul  trifazat  nesimetric  de  tensiuni  este  notat  (u1,  u2,  u3).  Tensiunea  
redresată  este  ud.  

  
2.  Metoda  analitică  

În  lucrările  [3],  [4],  [9]  s-a  prezentat  o  metodă  analitică  pentru  calculul  
spectrului   de   armonici   al   tensiunii   redresate   ud.   S-au   considerat   expresiile  
generale  ale  tensiunilor  sistemului  trifazat  u1(x),  u2(x),  u3(x)  şi  s-au  determinat  
abscisele  punctelor  de  intersecţie  ale  acestor  curbe  care  se  găsesc  în  intervalul  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ππ
−

2
,

2
.   Aceste   abscise   s-au   notat   cu   a,   b,   c.   Se   constată   că   există   patru  

cazuri  privind  poziţia  relativă  a  numerelor  a,  b,  c,  afirmaţie  care  a  fost  numită  
teorema   poziţiilor.   În   fiecare   din   cele   patru   cazuri,   tensiunea   ud(x)   rezultă  
periodică   cu   perioada   π.   S-a   considerat   dezvoltarea   funcţiei   ud(x)   în   serie  
Fourier  şi  s-au  obţinut  expresiile  analitice  ale  coeficienţilor  dezvoltării  a0,  an,  
bn  în  cele  patru  cazuri.  S-au  analizat  prin  metoda  analitică  şi  o  serie  de  cazuri  
particulare  ale  sistemului  de  alimentare.  Pe  baza  metodei  analitice  s-a  elaborat  
un  program  de  calculator  (numit  PDIODE),  care  realizează  analiza  armonică  a  
tensiunii  ud  pentru  diverse  sisteme  trifazate  de  alimentare  ale  punţii.  

  
3.  Metoda  simulării  pe  calculator  

Pentru  modelarea  şi  simularea  pe  calculator  a  punţii  de  diode  alimentată  
cu  un  sistem  nesimetric  de  tensiuni  şi  având  ca  sarcină  o  rezistenţă  pură,  am  
utilizat   produsul   soft   PSPICE   al   firmei   MicroSim   Corporation   (SUA).   În  

1

2
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figura   2   este   prezentată   schema   electrică   a   unei   punţi   trifazate   de   diode,   cu  
numerotarea  corespunzătoare  a  nodurilor.  

  

Fig.  2  Puntea  de  diode  pentru  modelarea  PSPICE  

Fiecare   dintre   tensiunile   V1,   V2,   V3   au   fost   generate   in   cadrul  
programului   PSPICE   folosind   instrucţiunea   pentru   specificarea   surselor   de  
tensiune  sinusoidală  SIN.  

Sintaxa  acestei  instrucţiuni  este:  
SIN  (<  vo  >  <  va  >  <  f  >  <  td  >  <  df  >  <  faza  >)  

şi  poate  defini  pe  cazul  cel  mai  general  un  semnal  sinusoidal  amortizat.  
Explicitarea   parametrilor   din   instrucţiunea   de   mai   sus   este   redată   în  

tabelul  următor.  
Tabelul  1  

Parametri   Valoarea  implicită   Unitate  
vo  –  tensiunea  de  offset   –   volt  
va  –  amplitudinea   –   volt  
f  –  frecvenţa   1/TSTOP   hertz  
td  –  întârzierea   0   secunde  
df  –  factor  de  amortizare   0   secunde  
faza  –  defazajul  semnalului   0   grade  

Am  folosit  vo  =  0,  td  =  0,  df  =  0.  
Utilizăm   diode   pentru   care   sunt   specificaţi   în   cadrul   instrucţiunii  

MODEL  parametrii   de  model:   IS   (curentul   de   saturaţie   al   joncţiunii)   şi   BV  
(tensiunea  de  străpungere  a  joncţiunii).  

S-a  utilizat  modelul  de  diodă:  MODEL  DI  D(IS  =  2e  -  15    BV  =  1000).  
Rezistenţa  de  sarcină  R1  are  valoarea  1  kΩ.  

Folosind  modelul  de  punte  prezentat  mai  sus  ,  s-a  făcut  analiza  PSPICE  
pentru   mai   multe   cazuri,   relizându-se   următoarele:   analiza   tranzitorie   (cu  
pasul  5  ms)  pentru  mărimile  V(1),  V(2),  V(3),  V(4,5);;   reprezentarea   funcţiei  
de  timp  a  mărimilor  V(1),  V(2),  V(3),  V(4,5),  pe  intervalul  0...40  ms;;  analiza  
Fourier   pentru  mărimea  V(4,5);;   reprezentarea   spectrului   de   armonici   pentru  
mărimea  V(4,5).  
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Rezultatele   obţinute   în   urma   analizei   cu   programul   PSPICE   concordă  

cu  rezultatele  obţinute  prin  metoda  analitică  (respectiv  cu  programul  PDIODE  
care  are  la  bază  această  metodă).  

În   continuare   vom   prezenta   detaliat   numai   analiza   Fourier   pentru  
mărimea  V(4,5)   =   ud.   În   unele   lucrări   anterioare   [3],   [4],   [9]   s-au   prezentat  
rezultatele  obţinute  cu  metoda  analitică  şi  cu  metoda  simulării  PSPICE  pentru  
componenta  continuă  şi  primele  patru  armonici,  precum  şi  o  comparaţie  între  
aceste   rezultate.   În   cazul   simulării   PSPICE,   amplitudinea   tensiunii   maxime  
V(1)   este   de   100   V   şi   prin   urmare   rezultatele   metodei   analitice   au   fost  
amplificate   de   100   de   ori   pentru   a   fi   comparate   cu   acelea   de   la   analiza  
Fourier,   unde   s-a   considerat  Um1  =   100  V.  Prin   alegerea   acestei   tensiuni   de  
100  V  s-a  urmărit  reducerea  erorii  produse  de  căderea  de  tensiune  pe  diode  în  
conducţie  directă  (de  cca.  0,8  V).  Frecvenţa  centrală  a  analizei  Fourier  a  fost  
de  50  Hz.  

  
4.  Măsurători  experimentale  

Pentru   verificarea   rezultatelor   obţinute   prin   metoda   analitică   şi   prin  
metoda  simulării  pe  calculator  s-au  măsurat  experimental  armonicile  tensiunii  
ud   în   cazurile   următoare:   cazul   sistemului   simetric,   cazul   anulării   unei  
tensiuni,  cazul  anulării  a  două  tensiuni  şi  cazul  funcţionării  monofazate.  

S-a   utilizat   un   nanovoltmetru   selectiv   UNIPAN-tip   233   (Polonia)   cu  
următoarele   date   tehnice   principale:   intrare:   1µV   ...   100   mV;;   divizor   al  
tensiunii  de   intrare:  1   :  1000;;   frecvenţa:  1,5   ...  150  kHz;;  selectivitate:  0;;  18;;  
36;;  54  dB/octavă.  

Tensiunea   ud   a   fost   vizualizată   cu   ajutorul   unui   osciloscop   HAMEG-
HM  203,  20  Mhz  (Germania).  

S-au   obţinut   următoarele   date   experimentale,   pornind   de   la   situaţia  
iniţială  Um1  =  Um2  =  Um3  =  24V:  

Tabelul  2  

Sistemul  trifazat  
aplicat  punţii  

Frecvenţa    
(Hz)  

Componenta  
Fourier  pentru  ud  

Valori  măsurate  
experimental  (V)  

Valori  obţinute  
prin  simulare  
PSPICE  
(V)  

Eroare  
relativă  
(%)  

0   a0   39,3   39,2   0,2  
300   A3   2,26   2,28   –0,8  Sistemul  1  

(simetric)  
600   A6   0,480   0,484   –0,8  
0   a0   28,1   28   0,3  
100   A1   13,7   13,75   –0,4  Sistemul  2  

(u3  =  0)   200   A2   0,745   0,750   –0,6  
0   a0   14,9   14,8   0,6  
100   A1   9,95   10   –0,5  
200   A2   1,99   2,01   –0.9  

Sistemul  3  
(u3  =  o,  u2  =  o)  

300   A3   0,81   0,815   –0,6  



Circuite  trifazate  dezechilibrate   95  
0   a0   30,16   30,1   0.2  
100   A1   20,15   20   0,7  
200   A2   3,9   3,93   –0,7  

Sistemul  4  
(monofazat)  

300   A3   1,67   1,68   –0,6  

  
Valorile   măsurate   experimental   sunt   apropiate   de   acelea   obţinute   prin  

simulare  PSPICE  (eroare  relativă  maximă  0,9%).  
De  asemenea  s-a  făcut  analiza  armonică  a  tensiunii  ud,  folosind  aparatul  

RFT-Sichtgerat   SG1   (Germania).   Rezultatele   obţinute   coincid   practic   cu  
acelea  din  tabelul  1.  

  
5.  Concluzii  

În   legătură   cu   puntea   trifazată   de   diode   alimentată   nesimetric,   s-au  
realizat   o   serie   de   cercetări,   prezentate   în   lucrările   arătate   în   lista  
bibliografică.S-a   elaborat   o   metodă   analitică   exactă   pentru   calculul  
armonicilor   tensiunii   redresate   (există   patru   cazuri   pentru   prezentarea  
formulelor   generale).De   asemenea,   s-au   analizat   prin   metoda   analitică   şase  
situaţii   particulare   de   sisteme   trifazate   de   tensiuni   de   alimentare.S-a   realizat  
apoi   simularea   pe   calculator   folosind   mediul   PSPICE.Rezultatele   obţinute  
prin  metoda  analitică  (respectiv  prin  programul  de  calculator  PDIODE,  bazat  
pe   metoda   analitică)   în   cazul   a   opt   sisteme   nesimetrice   particulare   au   fost  
comparate   cu   cele   obţinute   prin   metoda   simulării   pe   calculator   (PSPICE).  
Aceste  rezultate  sunt  apropiate,  eroarea  relativă  maximă  nedepăşind  2,9%.  

S-au   făcut   şi  măsurători   experimentale,  măsurând   armonicile   tensiunii  
ud  cu  ajutorul  unui  nanovoltmetru  selectiv  UNIPAN  tip  233  (Polonia).Aceste  
măsurători  s-au  realizat  pentru  patru  sisteme  particulare  de  tensiuni,  arătate  în  
lucrarea   de   faţă.   Valorile   măsurate   experimental   ale   amplitudinilor  
armonicilor   sunt   apropiate   de   cele   obţinute   prin   simulare   PSPICE   (eroare  
relativă  maximă  0,9%).  

De   asemenea,   s-a   introdus   un   coeficient   global   de   nesimetrie   şi   s-a  
realizat  o  aplicaţie  tehnică  a  caracterizării  nesimetriei  unui  sistem  trifazat  prin  
coeficientul   global   de   nesimetrie   (CGN).   Este   vorba   de   un   releu   pentru  
protecţia   motoarelor   asincrone   trifazate   la   întreruperea   unei   faze   de  
alimentare,   care   a   fost   brevetat   (brevet   OSIM   nr.   87118).   S-a   realizat   un  
model  experimental  care  a  fost  testat  pe  standul  pentru  încercarea  motoarelor  
electrice,   stand   care   a   fost   construit   prin   autodotare   în   laboratorul   de  
electrotehnică  [3].  

Proiectarea  dispozitivului  de  protecţie  antibifazică  s-a  realizat  în  cadrul  
unui  contract  de  cercetare-proiectare  încheiat  cu  întreprinderea  S.C.  „RELEE”  
S.A.  Mediaş  [3].  Dispozitivul  de  protecţie  antibifazică  a  fost  omologat  la  S.C.  
„RELEE”   S.A.   Mediaş   şi   a   fost   asimilat   în   producţia   de   serie,   existând  
posibilitatea  producerii  lui  funcţie  de  cerinţele  beneficiarilor  din  industrie.  
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Rezumat  
  
În  lucrarea  de  faţă  se  prezintă  un  coeficient  global  de  nesimetrie  pentru  caracterizarea  nesimetriei  

sistemelor  trifazate  de  tensiuni  şi  curenţi.  Se  analizează  puntea  de  diode  alimentată  cu  un  sistem  nesimetric  
de  tensiuni,  printr-o  metodă  analitică  exactă.  Se  defineşte  în  continuare  coeficientul  global  de  nesimetrie.  Se  
prezintă  apoi  un  program  de  calculator  pentru  reprezentarea  variaţiei  coeficientului  global  de  nesimetrie  
(VARK).  În  final  se  arată  unele  concluzii  şi  observaţii.  

  
Abstract  

  
This  paper  presents  a  global  coefficient  of  non-symmetry  for  characterizing  the  non-symmetry  of  

three-phased  voltage  and  current  systems.  Through  an  accurate  analytical  method,  we  analise  the  diode-
bridge  under  non-symmetrical  supply  conditions.  Then  we  define  the  global  coefficient  of  non-symmetry.  
We  also  present  a  computer  program  for  representing  the  variation  of  the  global  coefficient  of  non-symmetry  
(VARK).  Finally,  we  draw  the  conclusions  and  make  some  observations.  

  
Cuvinte  cheie  (descriptori):  sistem  trifazat  nesimetric,  grad  de  asimetrie,  grad  de  disimetrie,  punte  

de  diode,  alimentare  nesimetrică,  analiză  armonică,  coeficient  global  de  nesimetrie.  
  
1.  Introducere  

  
Unul  din  aspectele  importante  ale  îmbunătăţirii  calităţii  energiei  electrice  la  consumatorii  trifazaţi  

este  compensarea  dezechilibrului  acestora.  Această  compensare  are  mari  avantaje  tehnice  şi  economice,  fiind  
o  problemă  complexă  sub  aspect  teoretic  şi  practic.  În  general,  problema  trebuie  rezolvată  în  corelare  cu  
necesitatea  compensării  şi  a  armonicilor  superioare  şi  a  îmbunătăţirii  factorului  de  putere  [4],  [7],  [12].  

Pentru  analiza  şi  caracterizarea  sistemelor  trifazate  nesimetrice  sunt  utilizate  în  electrotehnică  
componentele  simetrice  precum  şi  sistemul  de  componente  (α ,  β ,  0)  [3],  [11].  

Teoria  coordonatelor  (componentelor)  simetrice  a  fost  introdusă  în  electrotehnică  de  către  Stokvis  
(1915)  şi  Fortescue  (1918).  Ea  se  bazează  pe  ideea  descompunerii  unui  sistem  trifazat  nesimetric  în  trei  sisteme  
simetrice:  sistemul  direct,  sistemul  invers  şi  sistemul  homopolar.  Teorema  Stokvis  -  Fortescue  ne  asigură  că  o  
astfel  de  descompunere  este  întotdeauna  posibilă  şi  este  unică.  [1],  [6],  [10],  [11].    

Nesimetria  unui  sistem  trifazat  (U1,  U2,  U3)  este  apreciată  cu  ajutorul  gradului  de  disimetrie  şi  al  gradului  
de  asimetrie:  

  
d

i
i U

U
=ε ;;  

d

h
h U

U
=ε     

În  electrotehnică,  un  sistem  trifazat  este  considerat  simetric  dacă  atât  gradul  de  disimetrie  cât  şi  gradul  de  
asimetrie   sunt  mai  mici   decât   0,05   [11].   Gradul   de   disimetrie   (asimetrie)   mai   este   denumit   uneori   factor   de  
disimetrie  (asimetrie).    

Gradul   de   disimetrie   mai   este   denumit   coeficient   de   nesimetrie   inversă,   iar   gradul   de   asimetrie,  
coeficient  de  nesimetrie  homopolară.    

Ambele  aceste  mărimi  sunt  cuprinse  în  cadrul  normelor  internaţionale.    
O  extindere  a  acestor  noţiuni  este  făcută  în  lucrarea  [5].  Astfel  se  definesc  gradul  de  disimetrie  complex  

şi  gradul  de  asimetrie  complex:  
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   ij
i

d

i
i e

U
U θε==ε ;;   hj

h
d

h
h e

U
U θε==ε .  

unde   iθ   este  unghiul  dintre   iU   şi   dU   iar   hθ   este  unghiul  dintre   hU   şi   dU .  În  aceeaşi  lucrare  sunt  indicate  
metode  pentru  determinarea  acestor  coeficienţi  şi  pentru  măsurarea  componentelor  simetrice.    

Pentru  caracterizarea  gradului  de  nesimetrie  introdus  în  reţele  electrice  de  consumatori  dezechilibraţi  s-
au  propus  în  lucrarea  [4]  următorii  indicatori:  

  
s

n
P P

Pk = ;;  
s

n
Q Q

Qk = .  

unde   nP   este  puterea  activă  de  nesimetrie:   ihn PPP += ,  iar   sP   este  puterea  activă  de  simetrie:   ds PP = .  
Asemănător  pentru  puterea  reactivă:  

   ihn QQQ += ;;   ds QQ = .  
Aceşti  indicatori  se  numesc  rapoarte  de  nesimetrie.  
Pentru  caracterizarea  nesimetriei  sistemelor  trifazate  de  tensiuni  şi  de  curenţi  ce  apar  în  circuitele  

trifazate  dezechilibrate  se  propune  în  lucrarea  de  faţă  un  coeficient  global  de  nesimetrie.  
  

2.  Puntea  de  diode  alimentată  cu  un  sistem  nesimetric  de  tensiuni  

  
În  cele  ce  urmează  vom  analiza  puntea  de  diode  alimentând  un  receptor  pur  rezistiv.  Se  va  prezenta  o  

metodă   analitică   exactă   de   calcul,   o   metodă   de   simulare   pe   calculator   şi   o   comparaţie   între   rezultatele  
obţinute  prin  cele  două  metode  [7],  [8],  [9].  

Se  va  studia  forma  de  undă  a  tensiunii  redresate  ud  precum  şi  spectrul  de  armonici  al  tensiunii  ud.  
De  asemenea,  vom  prezenta  rezultatele  măsurătorilor  experimentale  efectuate  în  laborator.  

  
2.1  Metoda  analitică  

  
Considerăm  o  punte  trifazată  de  diode  ideale  alimentată  cu  un  sistem  trifazat  nesimetric  de  tensiuni  

(fig.  1).  

Fig.  1  Punte  de  diode  ideale  alimentată  nesimetric  

Sistemul  trifazat  nesimetric  de  tensiuni  este  notat  (u1,  u2,  u3).  Tensiunea  redresată  este  ud.  
  
2.1.1  Considerarea  cazului  general.  Teorema  poziţiilor  

  

Se   consideră   sistemul   trifazat   nesimetric   general   (u1,   u2,   u3)   de   secvenţă   directă.   Sistemul   este  
nesimetric  la  modul  general,  deci  prezintă  nesimetrie  atât  de  module  cât  şi  de  unghiuri.  

Expresiile  generale  ale  tensiunilor  sistemului  trifazat  sunt:  

  

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )⎪

⎩

⎪
⎨

⎧

−=
−=
−=

33m3

22m2

11m1

xxsinUxu
xxsinUxu
xxsinUxu

  

unde  am  notat  x  =  ωt  [6],  [10],  [11].  
Notăm  cu  a,  b,  c  abscisele  punctelor  de   intersecţie  ale  curbelor  u1(x),  u2(x),  u3(x),  care  se  găsesc  în  

intervalul   ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

+
π

−
2

  ,
2

.  Mai  exact:  

-  a  corespunde  la  u2  ∩  u3;;  -  b  corespunde  la  u3  ∩  u1;;  -  c  corespunde  la  u1  ∩  u2  

1

2

3

d

0

3

u

1u 2u 3u
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Aceste  abscise  rezultă  din  următoarele  ecuaţii:  

   u2(x)  =  u3(x);;  u3(x)  =  u1(x);;  u1(x)  =  u2(x);;  
Rezolvând  aceste  ecuaţii,  se  obţin  următoarele  expresii:  
  

22m11m

22m11m

11m33m

11m33m

33m22m

33m22m

xcosUxcosU
xsinUxsinUc  tg;;

xcosUxcosU
xsinUxsinU

b  tg;;
xcosUxcosU
xsinUxsinU

a  tg
−
−

=
−
−

=
−
−

=   

  
De  aici  rezultă  imediat  a,  b,  c  [7].  
Fără  a  restrânge  generalitatea,  alegem  ca  origine  de  fază  mărimea  având  amplitudinea  maximă  şi  fie  

u1  această  mărime.  
Deci   x1   =   0;;   0   <   x2   <   x3   <   2π   şi   0   <   Um2   ≤   Um1;;   0   <   Um3  ≤   Um1.   În   această   situaţie   putem   lua    

Um1  =  1  iar  Um2,  Um3  vor  fi  numere  pozitive  subunitare.  
Se  pot  imagina  şi  sisteme  trifazate  la  limită,  în  care  pot  interveni  unele  din  următoarele  situaţii:  

Um2  =  0;;  Um3  =  0;;  x2  =  0;;  x2  =  x3;;  x3  =  2π.  Aceste  sisteme  posedă  o  nesimetrie  accentuată.  
În  aceste  condiţii  (mărimea  cu  amplitudinea  maximă  este  u1  şi  se  alege  origine  de  fază)  se  constată  că  

pot  exista  4  cazuri  privind  poziţia  relativă  a  numerelor  a,  b,  c.  Vom  numi  această  afirmaţie  teorema  poziţiilor.  
Teorema  poziţiilor  poate  fi  ilustrată  prin  metoda  grafică.  Din  cele  3!  =  6  situaţii  trebuie  să  scădem  2  

datorită   poziţiei   privilegiate   a   lui   u1   (origine   de   fază).  Demonstraţia   teoremei   poziţiilor   este   dată   în   anexele  
lucrării  [7].  

Cazurile  care  pot  să  existe,  după  poziţia  relativă  a  numerelor  a,  b,  c,  sunt  următoarele:  
Cazul  1:  a  <  b  <c;;  cazul  2:  a  <  c  <  b;;  cazul  3:  b  <  c  <  a;;  cazul  4:  c  <  b  <  a.  
În   situaţii   particulare,   poate   interveni   egalitatea   între   două   din   numerele   a,   b,   c,   de   asemenea  

egalitatea  unuia  din  aceste  numere  cu  
2
π

−   sau  
2
π

+ .  

  

  

Fig.  2  Exemplificări  pentru  cele  patru  cazuri  de  sisteme  nesimetrice  

În  figura  2  s-au  reprezentat  fazorial  4  sisteme  la  modul  general,  deci  cu  nesimetrie  atât  de  module  cât  
şi  de  unghiuri.  Sistemele  considerate  reprezintă  cele  patru  cazuri  care  pot  exista  şi  care  au  fost  prezentate  mai  
înainte.  

În  toate  cazurile,  vom  nota  cu  d  suma  dintre  abscisa  cea  mai  mică  şi  numărul  π:  
   d  =  min  (a,  b,  c)  +  π  

În  fiecare  din  cele  4  cazuri,  semnalul  ud(x)  rezultă  periodic  cu  perioada  π [7].  
Expresia  generală  a  dezvoltării  funcţiei  ud(x)  în  serie  Fourier  este  dată  de  următoarea  relaţie:  

   ( ) x
1

n  sinbx
1

n  cosaxu n
0n

nd
π

+
π

= ∑
∞

=

   (1)  

unde  2l  =  π  este  perioada.  [6],  [10],  [11].  

U1  =  1;;  x1  =  0°  
U2  =  0,75;;  x2  =  330°  
U3  =  0,5;;  x3  =  345°  

U1  =  1;;  x1  =  0°  
U2  =  0,75;;  x2  =  150°  
U3  =  0,5;;  x3  =  270°  

U1  =  1;;  x1  =  0°  
U2  =  0,75;;  x2  =  300°  
U3  =  0,5;;  x3  =  330°  

U1  =  1;;  x1  =  0°  
U2  =  0,75;;  x2  =  60°  
U3  =  0,5;;  x3  =  120°  

Cazul  (b,  c,  a)  

Cazul  (a,  b,  c)   Cazul  (a,  c,  b)  

Cazul  (c,  b,  a)  
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Deci:   ( ) nx2  sinbnx2  cosaxu n
0n

nd +=∑
∞

=

   (2)  

În  continuare,  vom  studia  pe  rând  cele  patru  cazuri.  
  
  
2.1.2  Cazul  I  

  
Acest  caz  îl  numim  pe  scurt  cazul  (a,  b,  c).  
Avem  a  <  b  <  c  <d.  
În  figura  3  se  prezintă  sistemul  nesimetric  (u1,  u2,  u3)  funcţie  de  x,  precum  şi  tensiunea  ud(x).  

  

  
  
  

Se  poate  scrie:  

   ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )⎪

⎩

⎪
⎨

⎧

<≤−
<≤−
<≤−

=
dxc  pentru  ,xuxu
cxb  pentru  ,xuxu
bxa  pentru  ,xuxu

xu

31

32

12

d    (3)  

  
Coeficienţii  dezvoltării  în  serie  Fourier  sunt  daţi  de  relaţiile:  

   ( )dx  xu1a
d

a
d0 ∫π= ;;   ( ) dx2nx    cos  xu2a

d

a
dn ∫π= ;;   ( ) dx2nx  sin    xu2b

d

a
dn ∫π= .   (4)  

  
Efectuând  calculele,  se  obţin  următoarele  expresii  pentru  an,  bn,  şi  a0.  
Pentru  coeficientul  an:  

u1  
u2  
u3  

u1   u2   u3  

u1  –  u3  
u2  –  u3  

u2  –  u1  

ud  

Fig.  3  Sistem  nesimetric  aparţinând  cazului  1  şi  tensiunea  ud  corespunzătoare  
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   (4n2  –  1)  πan  =  
   ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]{ }111m xb  1n2  cos  1n2xb  1n2    cos  1n2U −+−−+−+−=   

  

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]{ }
( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]{ }
( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]{ }
( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]{ }
( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]{ }333m

333m

222m

222m

111m

xb  1n2  cos  1n2xb  1n2    cos  1n2U
xa  1n2  cos  1n2xa  1n2    cos  1n2U
xc  1n2  cos  1n2xc  1n2    cos  1n2U
xa  1n2  cos  1n2xa  1n2    cos  1n2U
xc  1n2  cos  1n2xc  1n2    cos  1n2U

−+−−+−++
−+−−+−++
−+−−+−++
−+−−+−+−
−+−−+−+−

   (5)  

Pentru  coeficientul  bn:  
   (4n2  –  1)  πbn:  
   ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]{ }111m xb  1n2in  s  1n2xb  1n2in    s  1n2U −+−−+−+−=   

  

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]{ }
( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]{ }
( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]{ }
( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]{ }
( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]{ }333m

333m

222m

222m

111m

xb  1n2in  s  1n2xb  1n2in    s  1n2U
xa  1n2in  s  1n2xa  1n2in    s  1n2U
xc  1n2in  s  1n2xc  1n2in    s  1n2U
xa  1n2in  s  1n2xa  1n2in    s  1n2U
xc  1n2in  s  1n2xc  1n2in    s  1n2U

−+−−+−++
−+−−+−++
−+−−+−++
−+−−+−+−
−+−−+−+−

   (6)  

Pentru  coeficientul  a0  (termenul  liber):  
   –  πa0  =    
   ( ) ( )[ ]111m xc  cosxb  cosU −+−−= -  

  
( ) ( )[ ]
( ) ( )[ ]333m

222m

xb  cosxa  cosU
xc  cosxa  cosU

−+−+
−−−−

   (7)  

  
  
2.1.3  Cazurile  II,  III  şi  IV  

  

Aceste  cazuri  se  tratează  asemănător  cazului  I,  obţinându-se  seturile  de  formule  respective  [7].  
  
  
2.1.4  Cazul  sistemului  simetric  
  
În  acest  caz  particular  (caz  limită)  avem:  

   Um1  =  Um2  =  Um3  =  Um;;   x1  =  0;;  
3
2x 2
π

= ;;  
3
4x3
π

=   

Particularizând  formulele  generale  (sau  abordând  direct  acest  caz)  obţinem:  
   bn  =  0  (pentru  orice  n).   (8)  

  

  

( )
( )

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

−=

−=

=
−π

−

=

+

2k3n  pentru  ,0

1k3n  pentru  ,0

k3n  pentru  ,
1k36
U136

a

2
m

1k

n    (9)  

unde  k  ≥  1.  
π
U33a m

0 = .   (10)  

  
Descompunerea  în  serie  Fourier  a  tensiunii  ud(x)  este  următoarea:  

   ( ) ( )∑
∞

=

+

−
−

π
+

π
=

0k
2

1k
mm

d kx6  cos  
1k36

1  U36U33xu    (11)  
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Se  observă  că  amplitudinea  armonicii  corespunde  lui  n  =  1  este  nulă:  A1  =  0.  De  asemenea,  avem  şi  

A2  =  0.  
  
2.1.5  Cazul  funcţionării  monofazate  
În  acest  caz,  u3  =  0  deci  Um3  =  0.  
Vom  avea  condiţiile:  

   Um1  =  Um2  =  Um  

   Um3  =  0;;  x1  =  0;;  x2  =  π;;  x3  oarecare  
Particularizând  formulele  generale  din  cazul  (a,  c,  b)  sau  (b,  c,  a)  obţinem:  

   an  =   ( )1n4
U8
2
m

−π
;;  a0  =  

π
mU4
;;  bn  =  0.   (12)  

Descompunerea  în  serie  Fourier  a  tensiunii  ud(x)  este  următoarea:  

   ud(x)  =   ∑
∞

= −π
−

π 1n
2

mm

1n4
nx  2cosU8U4

   (13)  

Amplitudinea  armonicii  fundamentale  este:  

   A1  =  
π3
U8 m ;;  A1   ≈   0,848  Um.   (14)  

  
2.2  Unele  observaţii  privind  puntea  de  diode  alimentată  nesimetric  

  
Se   pot   analiza   şi   alte   situaţii   de   alimentare   cu   sisteme   nesimetrice   particulare   de   tensiuni   [7].De  

asemenea,  se  pot  considera  şi  sisteme  de  secvenţă  inversă.  Pe  baza  metodei  analitice  prezentate  anterior  s-a  
elaborat  un  program  de  calculator  (numit  PDIODE)  care  ne  furnizează  pentru  diverse  sisteme  nesimetrice  de  
alimentare  primele  10  armonici  ale   lui  ud,  coeficientul  global  de  nesimetrie,   gradul  de  asimetrie,   gradul  de  
disimetrie,   precum   şi   reprezentarea   grafică   a   spectrului   lui   ud   (amplitudinile   funcţie   de   ordinul   armonicii  
respective).   S-au   comparat   rezultatele   obţinute   prin   metoda   analitică   (respectiv   cu   programul   PDIODE,  
bazat   pe   metoda   analitică)   cu   rezultatele   simulării   pe   calculator   (PSPICE).   Rezultatele   sunt   apropiate,  
eroarea  relativă  maximă  nedepăşind  2,9%.  De  asemenea,  s-au  făcut  măsurători   experimentale   în   laborator.  
Valorile   măsurate   experimental   sunt   apropiate   de   acelea   obţinute   prin   simulae   PSPICE   (eroare   relativă  
maximă  0,9%).    

  
3.  Introducerea  unui  coeficient  global  de  nesimetrie  (CGN)  

  
Din  cele  prezentate   în  paragraful  2  privind  puntea  de  diode   ideale  alimentată  cu  un  sistem  trifazat  

nesimetric  de  tensiuni,  rezultă  că  oricărui  sistem  nesimetric  îi  corespunde  în  mod  univoc  o  tensiune  ud  şi  deci  
o   serie   Fourier   ataşată.   La   modificarea   nesimetriei   sistemului   trifazat   îi   va   corespunde   o   modificare  
corespunzătoare  a  seriei  de  armonici.  Prin  urmare,  la  modificarea  nesimetriei  sistemului  trifazat  (u1,  u2,  u3)  se  
va  modifica  spectrul  de  armonici  al  tensiunii  ud.  

În   acest   fel,   putem   caracteriza   un   sistem   trifazat   nesimetric   prin   coeficienţii   an,   bn,   a0,   ai   seriei  
Fourier  a  tensiunii  ud  obţinută  prin  redresarea  sistemului  (u1,  u2,  u3)  cu  o  punte  trifazată  de  diode  [7].  

  
3.1.  Punerea  problemei  
În  paragraful  2.1.4.  am  văzut  că  tensiunea  ud  corespunzătoare  unui  sistem  trifazat  simetric  (u1,  u2,  u3)  

nu  are  armonică  corespunzătoare  lui  n  =  1  (deci  de  pulsaţie  2ω  şi  frecvenţă  2f)  şi  de  asemenea  pentru  n  =  2  
(deci  de  pulsaţie  4ω  şi  frecvenţă  4f  ).  

Pe  de  altă  parte,  tensiunea  ud  corespunzătoare  unui  sistem  trifazat  accentuat  nesimetric  cum  este  cel  
de  la  paragraful  2.1.5  (funcţionare  monofazată)  conţine  o  armonică  importantă  corespunzătoare  lui  n  =  1  dar  
şi  una  corespunzătoare  lui  n  =  2.  

Deoarece   intuitiv   este   clar   că   la   creşterea   nesimetriei   sistemului   (u1,   u2,   u3)   trebuie   să   crească  
amplitudinea  armonicilor  corespunzătoare   lui   n  =  1  şi  n  =  2  din   tensiunea  ud,  vom  defini   în  continuare  un  
coeficient   global   de   nesimetrie   (CGN).   Acesta   va   ţine   seama   concomitent   de   nesimetria   de  module   şi   de  
nesimetria  de  faze  .  

Putem  considera  Um1  =  1  şi  Um2,  Um3,  numere  pozitive  subunitare.  Altfel  spus,  pentru  orice  sistem  
trifazat  simetric  (u1,  u2,  u3)  putem  considera  un  sistem  trifazat  “asemenea”  cu  cel  dat,  la  care  Um1  =  1  şi  Um2,  
Um3    sunt  numere  pozitive  subunitare  iar  fazele  iniţiale  sunt  aceleaşi  cu  ale  sistemului  iniţial.  

Definim  coeficientul  global  de  simetrie  ca  suma  amplitudinilor  armonicilor  corespunzătoare  lui  n  =  1  
şi  n  =  2  pentru  tensiunea  ud  ataşată  sistemului  trifazat  “asemenea”  având  Um1  =  1  [7].  
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Deoarece  armonica  corespunzătoare  lui  n  are  amplitudinea:    

   2
n

2
nn baA +=    (15)  

rezultă  că  armonicele  corespunzătoare  lui  n  =  1  şi  n  =  2  vor  avea  amplitudinile:  

   2
1

2
11 baA += ;;   2

2
2
22 baA +=    (16)  

   Rezultă  coeficientul  global    de  nesimetrie:  

  
1m

21
n U

AAk +
=    (17)  

   Punând  Um1    =  1,  putem  scrie:  
   21n AAk +=    (18)  
   Deoarece   în   această   definiţie   se   ia   în   considerare   şi   armonica   de   ordinul   2,   putem   nota   pentru  
claritate  kn  =  kn2.  Iniţial  am  considerat  un  coeficient  de  nesimetrie  care  lua  în  considerare  numai  armonicele  
de  ordinul  1  [7]  şi  care  avea  definiţia:    

  
1m

1
1n U

Ak =    (19)  

   În   urma   cercetărilor   efectuate   am   ajuns   la   concluzia   că   se   poate   face   o   caracterizare   mai  
cuprinzătoare  a  nesimetriei  unui  sistem  trifazat  cu  ajutorul  coeficientului  global  de  nesimetrie  de  ordinul  2  
(kn  =  kn2).  Din  acest  motiv,  în  cele  ce  urmează  se  va  studia  acest  coeficient.  
  

3.2.  Analiza  generală  pe  cazuri    
   Vom  analiza  cele  patru  cazuri,  prezentând  formulele  de  calcul  pentru  a1,  b1,  a2,  b2,  care   intervin   în  
definiţia  coeficientului  global  de  nesimetrie.  

Considerăm  la  început  cazul  I.  Este  vorba  de  cazul  (a,  b,  c).  
   Prin  particularizarea  formulelor  generale  (5)  şi  (6),  obţinem  expresiile  pentru  a1,  b1,  a2,  b2.  
   Rezultă  coeficientul  global  de  nesimetrie:  

   2
2

2
2

2
1

2
1n babak +++=    (20)  

Asemănător  se  procedează  şi  în  cazurile  II,III  şi  IV.  
  

3.3.  Analiza  unor  cazuri  particulare  
În   cazul   sistemului   trifazat   simetric   (paragraful   2.1.4)   coeficientul   global   de   nesimetrie   este   nul:  

   0kn =    (21)  
În   cazul   u3   =   0   şi   u2   =   -u1   de   funcţionare   monofazată   (paragraful   2.1.5),   coeficientul   global   de  

nesimetrie  rezultă:  

   018,1
15
48k n ≈
π

=    (22)  

  

3.4.  Cazul  sistemelor  de  secvenţă  inversă  
   Având   în  vedere  cele  arătate  în  paragraful  2.2  rezultă  că  pentru  orice  sistem  nesimetric  de  secvenţă  
inversă,  coeficientul  global  de  nesimetrie  este  egal  cu  cel  al  sistemului  pereche  de  secvenţă  directă  [7].  

  
4.  Program  de  calculator  pentru  reprezentarea  variaţiei  coeficientului  global  de  nesimetrie  

(VARK)  

  

S-a  realizat  programul  de  calculator  VARK  care  permite  calculul  şi  reprezentarea  grafică  3D  a  
variaţiei  coeficientului  global  de  nesimetrie.  
   Coeficientul   global   de   nesimetrie   este   o   funcţie   (continuă)de   patru   parametri:   Um2,   Um3,   x2,   x3  
(deoarece  luăm  întotdeauna  Um1  =  1,  x1  =  0).  Se  pot  realiza  reprezentări  grafice  ale  variaţiei  lui    
kn  =  kn2  funcţie  de  2  parametri,  ceilalţi  2  fiind  menţinuţi  constanţi.  
   Programul  VARK    oferă  următoarele  posibilităţi  de  reprezentare:  

1.  Grafic  kn2  =  f  (Um2,  Um3);;  2.  Grafic  kn2  =  f   (Um2,  x2);;  3.  Grafic  kn2  =  f   (Um2,  x3);;  4.  Grafic  kn2  =  f  
(Um3,  x2);;  5.  Grafic  kn2  =  f  (Um3,  x3);;  6.  Grafic  kn2  =  f  (x2,  x3);;  7.  Ieşire.  

Pentru  fiecare  posibilitate,  se  pot  realiza  trei  tipuri  de  reprezentări  grafice:  
1.  Cu  bare;;  2.  Suprafaţă;;  3.  Mixt.  
De  asemenea,   la   fiecare   reprezenare   se   indică   coeficientul  global   de   nesimetrie  maxim  şi   sistemul  

nesimetric  pentru  care  se  obţine.  În  grafic,  acest  maxim  este  indicat  printr-o  bară  îngroşată.  
Programul  VARK  lucrează  în  felul  următor:    
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1.   Se  introduce  un  sistem  trifazat  nesimetric  prin  parametrii  Um1,  Um2,  Um3,  x1,  x2,  x3.  
2.   Se  realizează  analiza  armonică  a  tensiunii  ud  corespunzătoare.  
3.   Se  alege  una  din  cele  şase  variante  de  reprezentare  3D.  

În   acest   moment,   programul   menţine   constanţi   cei   doi   parametri   care   nu   variază   în   timpul  
reprezentării  alese.  Mai  exact,  valorile  acestor  parametri  sunt  “moşteniţi”  de  la  introducere  (vezi  punctul  1  de  
mai   sus).   Cei   doi   parametri   variabili   variază   în   conformitate   cu   reţelele   de   discretizare   din   figura   4.  
Programul   calculează   de   fiecare   dată   valoarea   coeficientului   global   de   nesimetrie   kn2   şi   apoi   realizează  
reprezentarea  grafică  3D  a  variaţiei   lui  kn2  funcţie  de  parametrii  variabili  specifici  variantei  de  reprezentare  
alese.  

        
Fig.  4  Reţele  de  discretizare  pentru  Um2,  Um3,  x2,  x3  

Aplicaţia  Vark   1   lucrează   după   reţelele   de   discretizare   din   figura   4,   deci   realizează   o   diviziune   a  
intervalului  de  variaţie  maxim  pentru  x2  şi  x3  în  n  =  11  puncte.  Aplicaţia  Vark  2  permite  o  discretizare  mai  
fină  (corespunzătoare  la  n  =  11  …  15,  la  alegere).  

De   asemenea,   am   realizat   rularea   programului  VARK   în   mediul  MATLAB.   Datele   obţinute   în  
programului  VARK   sunt   transformate   în   fişiere   ASCII   care   sunt   prelucrate   în   mediul  MATLAB   pentru  
realizarea   unor   reprezentări   grafice   3D   cu   parametri   îmbunătăţiţi.      Mediul  MATLAB   permite   scalarea  
automată  a  axelor  şi  modificarea  punctului  de  vedere  asupra  suprafeţei,  ceea  ce  conduce  la  reprezentări  3D  
de  calitate  superioară.  De  asemenea  se  pot  realiza  reprezentări  de  forma  “  mesh”  (suprafaţă-reţea)  sau  “surf”  
(suprafaţă  plină).  Suprafeţele  obţinute  sunt  color,  cu  indicarea  prin  modificarea  culorilor  a  variaţiei  lui  kn2.  

  
5.  Reprezentări  grafice  3D  ale  variaţiei  coeficientului  global  de  nesimetrie  

  

În   continuare   sunt   redate   o   serie   de   reprezentări   grafice   3D   ale   variaţiei   coeficientului   global   de  
nesimetrie,  realizate  cu  programul  VARK,  respectiv  cu  programul  VARK  rulat  în  mediul  MATLAB.  

  
Fig.  5  Reprezentarea  coeficientului  global  de  nesimetrie  
când  variază  Um2  şi  Um3  şi  sunt  constanţi  x2=120o  şi  

x3=240o  (varianta  suprafaţă)  
  
  

Fig.  6  Reprezentarea  coeficientului  global  de  nesimetrie  
când  variază  Um2  şi  Um3  şi  sunt  constanţi  x2=120o  şi  
x3=240o  (variantă  surf  executată  în  Matlab  cu  Vark  1)  
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Fig.  7  Reprezentarea  coeficientului  global  de  nesimetrie  
când  variază  Um2  şi  Um3  şi  sunt  constanţi  x2=120o  şi  

x3=240o  (varianta  mesh  executată  în  Matlab  cu  Vark  2)  
  

Fig.  8  Reprezentarea  coeficientului  global  de  nesimetrie  
când  variază  Um2  şi  x2  şi  sunt  constanţi  Um3=1  şi  x3=356o  

(varianta  mesh  executată  în  Matlab  cu  Vark  2)  
  

Fig.  9  Reprezentarea  coeficientului  global  de  nesimetrie  
când  variază  Um3  şi  x2  şi  sunt  constanţi  Um2=1  şi  x3=356o  

(varianta  mesh  executată  în  Matlab  cu  Vark  2)  

Fig.  10  Reprezentarea  coeficientului  global  de  nesimetrie  
când  variază  Um3  şi  x3  şi  sunt  constanţi  Um2=1  şi  x2=3o  

(variantă  mesh  executată  în  Matlab  cu  Vark  2)  
  

  

  

6.  Concluzii  şi  observaţii  

  

În  această  lucrare  s-au  pus  în  evidenţă  o  serie  de  aspecte   legate  de  funcţionarea  unei  punţi  trifazate  
de  diode  alimentate  cu  un  sistem  nesimetric  de  tensiuni.  

La  început,  s-a  considerat  cazul  punţii  de  diode  ideale  alimentând  o  rezistenţă  pură.  S-a  prezentat  o  
metodă  analitică  exactă  de  calcul,  în  cele  patru  cazuri  care  pot  exista.  De  asemenea,  s-au  analizat  o  serie  de  
cazuri   particulare.   Pe   baza   metodei   analitice   prezentate,   s-a   elaborat   programul   de   calculator   PDIODE.  
Rezultatele   obţinute   prin   metoda   analitică   (respectiv   cu   programul   PDIODE)   au   fost   comparate   cu   cele  
obţinute  prin  simulare  pe  calculator,  respectiv  prin  măsurători  experimentale  în  laborator.  

În  continuare  se  propune  introducerea  unui  coeficient  global  de  nesimetrie  pentru  sistemele  trifazate  
nesimetrice.   După   cum   se   ştie,   în   mod   clasic   se   indică   nesimetria   unui      sistem   trifazat   prin   gradul   de  
asimetrie  şi  gradul  de  disimetrie.  Pentru  ca  nesimetria  unui    sistem  trifazat  să  fie  relativ  mică,  ambele  grade  
trebuie   să   fie   mai   mici   decât   nişte   valori   admise   convenţional,   de   exemplu   5%.   Coeficientul   global   de  
nesimetrie   (kn)   indică  nesimetria  sistemului  printr-un   singur  număr  cuprins   între  0  şi  1,018.  S-au  prezentat  
formulele  analitice  de  calcul  ale  lui  kn  pentru  cele  patru  cazuri  şi  valorile  lui  pentru  unele  cazuri  particulare.  
De  asemenea,  s-a  prezentat  programul  de   calculator  VARK  care  permite  calcularea   lui   kn  şi   reprezentarea  
grafică   a   variaţiei   coeficientului   global   de   nesimetrie,   împreună   cu   rezultatele   obţinute   cu   acest   program.  
Definirea  acestui  coeficient  global  de  nesimetrie  aparţine  autorului  prezentei  lucrări.  
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S-a  realizat  o  aplicaţie  tehnică  a  caracterizării  nesimetriei  unui  sistem  trifazat  prin  coeficientul  global  

de   nesimerie   definit   în   prezenta   lucrare.   Este   vorba   de   un   releu   pentru   protecţia   motoarelor   asincrone  
trifazate  la  întreruperea  unei  faze  de  alimentare,  care  a  fost  brevetat  (brevet  OSIM  nr.  87118).    

S-a   realizat   un   model   experimental   care   a   fost   testat   pe   standul   pentru   încercarea   motoarelor  
electrice,  stand  care  a  fost  construit  prin  autodotare  în  laboratorul  de  electrotehnică  [7].  Standul  este  prevăzut  
cu  o  frână  cu  curenţi  turbionari,  proiectată  şi  construită  de  asemenea  în  laboratorul  de  electrotehnică  [7].  Prin  
încărcarea  motorului   cu   diverse   cupluri   de   sarcină   s-a   putut   testa   dispozitivul   de   protecţie   antibifazică   în  
diverse   regimuri   de   funcţionare   ale   motorului   protejat.   Funcţionarea   dispozitivului   de   protecţie   a   fost  
corespunzătoare.  

Proiectarea   dispozitivului   de   protecţie   antibifazică   s-a   făcut   în   cadrul   unui   contract   de   cercetare-  
proiectare  încheiat  cu  întreprinderea  S.C.  “RELEE”  S.A.  Mediaş  [7].  Dispozitivul  de  protecţie  antibifazică  a  
fost  omologat  la  S.C.”RELEE”  S.A.  Mediaş  şi  asimilat  în  producţia  de  serie,  existând  posibilitatea  producerii  
lui,   funcţie   de   cerinţele   beneficiarilor.   După   o   perioadă   de   stagnare   datorată   condiţiilor   grele   cauzate   de  
restructurare  şi   tranziţia   la  economia  de  piaţă,  există   în  momentul  de  faţă  o  preocupare  susţinută   la  nivelul  
conducerii  întreprinderii  pentru  promovarea  acestui  dispozitiv  de  protecţie  antibifazică.  (DPAB).  Astfel,  s-a  
realizat  reproiectarea  şi  modernizarea  acestui  produs,  însoţită  de  îmbunătăţirea  tehnologiei  de  construcţie.  
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