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Introducere

Teoria Aproximarii este o teorie plurivalenta. Operatorii liniari pozitivi joaca un rol important
in acest domeniu. Ei sunt folositi pentru a obtine rezultate calitative exprimate prin convergenta
functiilor de aproximare catre o functie prescrisa. Rata de convergenta in acest proces este
descrisa in termeni de inegalitati specifice si implicand module de continuitate. Proprietatile
functiilor aproximative pot fi utilizate pentru a obtine rate mai bune de convergenta. In acest
sens, functiile convexe si functiile convexe generalizate pot fi aproximate cu o viteza mai mare
daca alegem clase potrivite de operatori liniari pozitivi.

Pe de alta parte, gradul de netezime al unei functii influenteaza gradul de aproximare. In
acest context, rezultatele de tip Voronovskaja joaca un rol semnificativ. Comportamentul unui
operator liniar pozitiv L,, in raport cu polinoamele este important pentru calcularea momentelor
si momentelor centrale, esentiale in stabilirea rezultatelor de tip Voronovskaja. Prin urmare,
vectorii gi valorile proprii ale operatorului L, ofera informatii importante privind imaginile
polinoamelor sub L,,. In special, nucleul lui L,, este un subiect important de studiu.

Pornind de la un sir dat de operatori liniari pozitivi, unele modificari ar putea avea pro-
prietati de aproximare mai bune sau proprietati de pastrare a formei mai bune. In acest sens,
modificarile de tip Kantorovich sunt adesea utilizate. Iteratele operatorilor liniari pozitivi sunt
importante atat in Teoria Aproximarii, cat si in Teoria Ergodica. Convergenta acestor iterate
poate fi studiata in unele cazuri folosind rezultate si algoritmi din algebra liniara.

Operatorii liniari pozitivi clasici pastreaza de obicei functiile afine. In ultimii ani, s-a acor-
dat o atentie speciala constructiei de noi siruri care pastreaza una sau doua functii prescrise.
Aceasta a extins familia de functii care pot fi aproximate folosind operatori liniari pozitivi.

Prezenta teza se ocupa de subiecte legate de contextul de mai sus. Aceasta Introducere este
urmata de 4 capitole si o lista de referinte.

Capitolul 1, "Rezultate de tip Voronovskaja pentru siruri de operatori”, vizeaza doua as-
pecte importante. In primul rand, prezentam formule de tip Voronovskaja care pot fi ”diferentiate”
(prin schimbarea ordinii limitelor si diferentierii) sau care sunt asociate cu operatori care fixeaza
doua functii date. In al doilea rand, obtinem rezultate noi privind unele siruri speciale de oper-
atori liniari pozitivi investigate anterior in literatura; in special, formula lor de tip Voronovskaja
poate fi, de asemenea, " diferentiata”. Polinoamele Appell sunt implicate in studiul momentelor
acestor operatori.

Sectiunea 1.1 este dedicata ”diferentierii” unei formule de tip Voronovskaja. Rezultatul
principal poate fi prezentat astfel: daca formula de tip Voronovskaja pentru sirul (L,,),~; poate
fi ”diferentiata”, atunci formula asociata cu operatorii modificati in sensul [14] poate fi, de
asemenea, ~diferentiata”.

In cadrul Sectiunii 1.2 discutam despre operatorii care pastreaza doua monoame sau, mai
general, doua puteri ale unei bijectii date obtinute prin modificarea celor clasici. In plus,
proprietatile de aproximare sunt descrise in corelatie cu operatorii lor de tip Voronovskaja.
Concret, iIncepem cu un sir clasic de operatori liniari pozitivi (Bernstein, Meyer-Konig si Zeller)
si 1i modificam pentru a obtine un nou sir de operatori care pastreaza monoamele x; si z;. Pentru



astfel de siruri modificate stabilim formulele de tip Voronovskaja si comparam magnitudinea
operatorilor de tip Voronovskaja. Acest lucru ofera informatii despre calitatea aproximarii.
Gasim intervale in care un sir de operatori ofera o aproximare mai buna decat alte siruri.

Cand un operator liniar pozitiv pastreaza doua functii ¢, ¢, un subiect de interes este sa
consideram comportamentul sau in raport cu functiile care sunt convexe relativ la {p, ¥} (vezi
[14]). Studiul comportamentului lor in raport cu functiile convexe generalizate corespunzatoare
ar putea fi un subiect de lucru ulterior. In acest sens, limita de tip Voronovskaja a unui sir de
operatori ofera informatii importante privind comportamentul operatorilor in raport cu clasele
potrivite de functii convexe.

In [75] si [20] autorii au introdus un sir de operatori liniari pozitivi L, descrisi in termeni
de diferente divizate sau, echivalent, in termeni diferiti. In Sectiunea 1.3 aratam ca acesti op-
eratori poseda proprietatea de comutativitate cu operatorul diferential obisnuit; in consecinta,
sunt invarianti sub modificarea de tip Kantorovich. Oferim expresii explicite pentru imaginile
functiilor exponentiale si trigonometrice sub L,,. In plus, aratam ca pentru fiecare n fixat,
imaginile monoamelor sub L, formeaza un sir de polinoame Appell. Acest lucru duce la un-
ele identitati algebrice implicand numerele Stirling de speta a doua. In plus, sunt mentionate
rezultate care arata ca momentele centrale ale lui L,, sunt functii constante pentru care oferim
estimari.

Sectiunea finald a acestui capitol prezinta subiectul operatorilor de tip Rathore (R, )
introdusi recent. In ceea ce priveste acesti operatori, oferim rezultate de tip Voronovskaja
si o comparatie cu operatorii extinsi Szdsz-Mirakjan. Observand ca conditia f® > 0 exprima
o proprietate de convexitate generalizata, intentionam sa extindem rezultatul de tip mentionat
in Remarca 1.9 la alte clase de functii convexe generalizate.

Capitolul 2 este intitulat ”Operatori liniari pozitivi: vectori, valori proprii si aplicatii in
ecuatiile cu diferente”. In acest capitol considersm operatorii datiin Sectiunea 1.3, restrictionati
la C'(R). Sectiunea 2.1 este dedicata operatorilor L, restrictionati la polinoame. Pentru a
descrie vectorii i valorile proprii ale operatorilor, investigam matricile lui L,, : o — Ilo,
respectiv L, : Iloky1 — Ilog41, In raport cu bazele monice. Nucleul operatorului L,, actionand
pe C'(R) este subiectul studiului in Sectiunea 2.2. Acest nucleu este legat de setul de solutii ale
unei ecuatii cu diferente. Pentru 7" > 0 si p € I1,,,, oferim trei algoritmi pentru a gasi ¢ € I1,,, 41
astfel incat ¢(x +7T) — q(x) = p(z), x € R. Algoritmii sunt utili in inversarea operatorului
L, : I — 1II si, in cele din urma, in rezolvarea unor ecuatii cu diferente. Sectiunea 2.3 se
ocupa de vectorii si valorile proprii ale operatorilor de tip Beta din familia generala depinzand
de parametrii « > —1, f > —1. Gasim valorile proprii in forme explicite si oferim relatii de
recurenta pentru coeficientii polinoamelor proprii. Cazul limita cand o > —1, > —1 a fost
considerat in [39]. Unele rezultate din [39] sunt regasite si in rezultatele noastre din Sectiunea
2.3.

Capitolul 3 intentioneaza sa prezinte exemple de operatori liniari pozitivi modificati,
iteratiile lor si sisteme de ecuatii liniare. Cazurile modificarilor de tip Kantorovich ale op-
eratorilor de legatura si modificarile de tip Stancu ale operatorilor Bernstein sunt aduse in
discutie.

Sectiunea 3.1 se ocupa de modificarile de tip Kantorovich ale operatorilor de legatura si
prezinta studiul lor in raport cu limita iteratelor si masura invarianta. In special, oferim o noua
demonstratie a [12, Teorema 5.1]. Un exemplu concret, unde masura invarianta este masura
Lebesgue, este prezentat la sfarsitul sectiunii.

In Sectiunea 3.2 considersm o familie de operatori Stancu, vezi [41], [40], si investigdm limita
iteratelor unui astfel de operator. In gisirea limitei iteratelor, un pas esential este solutia unui
sistem de ecuatii algebrice liniare.

Sectiunea 3.3 este dedicata unei modificari a sirului de operatori Bernstein B,, pe C[0, 1],



introdusi de Schnabl [78] pentru a investiga saturatia globala a sirului (B,). Aratam ca acestia
pot fi obtinuti ca un caz particular al operatorilor Stancu, si astfel rezultatele din Sectiunea 3.2
pot fi aplicate. Operatorii C), introdusi de Schnabl nu pastreaza functia constanta ey. De fapt,
Chey = ”T_leo. Prin urmare, formula de tip Voronovskaja pentru sirul C,, stabilita de Schnabl
contine 1n partea dreapta nu doar [’ si f”, ci si functia f (vezi (3.16)). Consideram operatorii
An = 750y, n > 2. Formula de tip Voronovskaja pentru sirul A, este mai simpla (vezi (3.17)).
Sectiunea se incheie cu rezultatul privind rata de convergenta a sirului A4,,.

Asa cum am mentionat mai sus, limita iteratelor este determinata prin rezolvarea unui
sistem de ecuatii liniare. In acest sens, un algoritm A(p), p € R este prezentat in Sectiunea
3.4. A(1) coincide cu algoritmul EMML (algoritmul Expectation-Maximization (EM) pentru
a calcula estimarile de Maximum Likelihood (ML); acelasi algoritm este folosit in contextul
restaurarii imaginilor astronomice). A(—1) este o versiune a algoritmului de Reconstructie
a Spatiului de Imagine (ISRA). La sfarsitul sectiunii, algoritmul este ilustrat cu experimente
numerice.

De obicei, in scopuri practice, un sir de operatori liniari pozitivi este convergent catre
operatorul identitate. Sub o modificare specifica, cu o nuanta probabilistica, un nou sir va
converge catre un operator diferit de cel identitate, vezi, de exemplu, [13, 28]. In Sectiunea 3.5
prezentam rezultate de acest tip implicand o modificare a operatorilor Stancu L, g 5.

Sectiunea 3.6 ofera o sugestie privind posibile lucrari ulterioare legate de subiectele de mai
sus.

Capitolul 4 este intitulat ”Operatori care fixeaza functii exponentiale”. In literatura se
gasesc mai multe lucrari care trateaza operatorii liniari pozitivi care fixeaza anumite functii.
Un punct de plecare a fost articolul scris in 2003 de P.J. King [53], care a construit operatori
liniari pozitivi pe C]0, 1] care conserva functia constantd 1 si functia 2%. Operatorii liniari de
tip Bernstein care pastreaza 1 si o functie data 7 cu proprietati adecvate au fost introdusi si
studiati in [29]. Recent, au fost construiti operatori care fixeaza doua functii exponentiale. Aral,
Cardenas-Morales, Garrancho [22] au considerat o generalizare a operatorilor clasici Bernstein
introdusi de Morigi si Neamtu in 2000. Specific, ei se concentreaza pe un sir de operatori care
reproduc functiile exponentiale exp(ut) si exp(2ut), > 0. Alte lucrari dedicate operatorilor
care fixeaza functii specifice sunt [5], [11], [14], [22], [29], [36], [45].

Modificim operatorii Bernstein-Stancu astfel incat noii operatori S, si pistreze functiile
exp(ut) si exp(2ut), p > 0. Aceasta proprietate este prezentatd in Lema 4.2 ii) si iii). Un
rezultat de tip Voronovskaja pentru noii operatori introdusi poate fi gasit in Teorema 4.1. Clase
speciale de functii monotone generalizate si functii convexe sunt considerate in acest capitol.
Proprietatile de pastrare a formei ale operatorilor S, in raport cu aceste clase de functii sunt
descrise in Sectiunea 4.1. Sectiunea 4.2 este dedicata unei comparatii intre operatorii (5,,) si
operatorii clasici Bernstein-Stancu. Pentru unele functii, prezentam ilustrari grafice care arata
cd operatorii S,, oferd o aproximare mai buna.
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